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PREFAŢĂ 


În lucrarea de faţă se dă o prezentare unitară a condiţiilor 
necesare si suficiente de extremum pentru o clasă foarte largă de 
probleme de optimum neliniare care vizează în special domeniile 
teoriei controlului optimal si programarea matematică. 

Un accent deosebit se pune pe studiul condițiilor necesare 
și suficiente de ordinul doi, condiţii care pot sugera algoritme de 
rezolvare a problemelor de optimum atit pe spaţii finit dimensio- 
nale cit si pe spaţii infinit dimensionale. 

Materialul prezentat este bazat în special pe rezultate foarte 
recente ale autorului și reprezintă o finalizare a unei munci de 
mai mulţi ani în domeniul teoriei controlului optimal. 
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INTRODUCERE 


În studiul problemelor de extremum, teoria condițiilor necesare gi 
suficiente ocupă un loc central. 

. Această problematică. a fost prezentă în calculul variational clasic 
(condiţiile Legendre, Weierstrass, Jacobi etc.) a fost reluată în teoria, 
matematică a proceselor optimale (principiul lui Pontreaghin, principiul 
lui Bellman etc.) si în programarea matematică. (condiţii de tip Kuhn- 
Tucher). 

Ca un pas important în teoria conditiilor necesare de extremum 
se cuvine a fi menţionat memoriul lui A. I. Dubovitki şi A. A. Miliutin 
din anul 1965 (vezi[3 b]) unde, folosindu-se metodele analizei funcționale, 
se prezintă sub o formă unitară fundamentul condiţiilor necesare și în 
același timp se face un studiu amănunţit privind obţinerea principiului 
de maxim al lui Pontreaghin pentru diverse probleme din teoria contro- 
lului optimal. 

Pe aceeași linie se înscriu rezultatele lui R. V. Gamkrelidze (vezi 
(1, a, b]) si lucrările lui L. W. Neustadt și H. Halkin (vezi [2, a, b, e] 

i [17]). 
: . În ceea ce priveşte condiţiile necesare de primul ordin şi legat de: 
aceasta, condiţiile suficiente care decurg din ele, se poate afirma că. 
problema a fost studiată în mod complet. Nu același lucru se poate 
spune despre condiţiile necesare de ordin superior cît şi despre condiţiile: 
suficiente care decurg din acestea. 

Lucrarea de faţă folosind ca material de bază rezultate ale auto- 
rului cât și experienţa acumulată din studiul lucrărilor lui A. IA. Dubo- 
vitki, A. A. Miliutin, L. W. Neustadt, își propune să prezinte sub o 
formă unitară teoria condiţiilor necesare și suficiente de extremum de 
ordin superior. De asemenea, pentru a da o imagine mai clară rezultatelor 
“obţinute, lucrarea cuprinde prelucrarea detaliată a condiţiilor necesare 
şi suficiente de ordin superior pe diverse probleme din teoria controlului 
optimal cit si din programarea matematică. 


Lucrarea se compune în fapt din patru capitole, capitolul zero 
fiind rezervat unor notații si definiţii. 

În primul capitol, folosindu-se noţiunea generală de extremalitate 
se obţin cîteva teoreme generale de multiplicatori pe spaţii Banach care 
cuprind in ele condiţiile necesare de ordin superior pentiu diverse pro- 
bleme de optimum atît în cazul în care funcţia criteriu este scalară cit 
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şi în cazul în care functia criteriu este cu valori într-un spaţiu Banach. 
Ca un caz particular, aceste teoreme conţin condiţiile necesare de ordinul 
întîi cunoscute. În continuare, ca o problemă proprie condiţiilor necesare 
de ordin superior şi care nu apare în condiţiile de ordinul întîi, este 
studiată dependența setului de multiplicatori de variaţia folosită si se 
dau condiţii care asigură independenţa sistemului de multiplicatori fata 
de variaţia folosită în obţinerea condiţiilor necesare de ordin superior. 

În capitolul al doilea, folosind unele din teoremele date în capitolul 
întîi, se obțin condiţiile necesare de ordinul al doilea pentru probleme 
de control optimal cu restricţii funcţionale. 

Aici avînd in vedere că, spre deosebire de condiţiile necesare de 
ordinul întîi, un loc deosebit îl are structura domeniului comenzii, stu- 
diul condiţiilor necesare de ordinul al doilea este făcut separat pentru 
diversele ipoteze relative la domeniul comenzii (mulţime arbitrară, des- 
chisă, convexă). 

On loc central in studiul din acest capitol il ocupá cazul in care 
domeniul comenzii este o multime arbitrará gi in care caz sint folosite 
cu succes variatiile de tip relaxat. 

În general, condiţiile necesare de ordinul al doilea date aici au o 
formulare integrală si ele contin ca un caz particular principiul lui Pon- 
treaghin. Si aici, ca şi în primul capitol, se urmăreşte în mod constant 
formularea de condiţii care asigură independenţa sistemului de multipli- 
catori față de variaţia folosită. La sfîrșitul capitolului se dá un ghid 
care precizează ordinea în care trebuie citite demonstrațiile unor leme. 

În capitolul al treilea sînt obţinute condiţiile necesare de ordinul 
al doilea pentru probleme de: control optimal cu. restricții de fază si 
mixte. 

În principiu, se caută a se da răspuns la aceleași întrebări care 
s-au pus şi în capitolul al doilea, numai că de această. dată, restricţiile 
fiind determinate de operatori cu valori in spatii Banach, şi nu de func- 
fionale, este necesar un studiu mai fin. În dorinţa de a obţine princi- 
piul lui Pontreaghin ca un caz particular al condiţiilor necesare de ordi- 
nul al doilea, autorul foloseşte variațiile relaxate combinate cu variațiile 
locale din calculul variational clasic. 

În ultimul capitol sînt date condiții suficiente de extremum bazate 
pe condițiile necesare de ordinul al doilea elaborate în ċapitolele anterioare. 

Acest capitol are două părți distincte. O parte care conține două 
probleme de extremum definite pe spațiul euclidian R” si o a doua 
parte care cuprinde citeva probleme de extremum definite pe un spaţiu 
Banach, iar operatorii care intervin sînt infinit dimensionali. ` 

Separarea aceasta în două părți este dictată de faptul că metodele 
de tratare ale celor două tipuri de probleme sînt în mod esenţial diferite. 

În încheiere, cîteva cuvinte despre cum poate fi folosită această 
lucrare. Trimiterile care se fac în text şi se referă la elementele din 
capitolul zero au în față cifra zero, iar trimiterile care folosesc elemente 
din anexă au în față litera a. În cadrul fiecărui capitol trimiterile iau în 
considerare si paragraful numai dacă el este diferit de cel in care se face 
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trimiterea ; de asemenea, citarea ia în considerare si capitolul numai dacă 
el este diferit de cel în care se face trimiterea. 

În felul acesta, în afara celor două cazuri speciale care vizează 
capitolul zero si anexa, în cadrul unui capitol trimiterea poate contine 
trei numere (capitolul, paragraful, numărul propriu-zis), două nu- 
mere (paragraful, numărul propriu zis) si un singur număr (numărul 
propriu zis). 

În încheierea, lucrării se prezintă o bibliografie minimă și care este 
în strînsă legătură cu subiectul tratat, ordinea din cadrul bibliografiei 
fiind cea dată de locul apariţiei în text. 

Doresc să mulţumesc prof. A. Halanay atit pentru discuţiile avute 
cu ocazia prezentării unora din rezultate în seminarul ,,Teoria calitativă, 
a ecuaţiilor diferenţiale” de la Institutul de Matematică, cât și pentru. 
sugestiile făcute cu ocazia lecturii manuscrisului. 


à CAPITOLUL () 


NOTATII ȘI DEFINIŢII 


— X, Y, Z sint spatii Banach, X* — dualul topologie, 
— ER, spaţiul euclidian cu n dimensiuni, 


— Alan t; E”), spaţiul Bananli al funcțiilor y : [tos t1] — E" absolut 
continue, Wat 21 = Iy(&)l + NE dy ar | at, 


— O(M, Y), spaţiul Bands îi funcțiilor continue c: M >Y, unde 
MCR” compactă, ||c( -)1l = Gezei, 


Lo(ty, bh: E"), spaţiul p al funcțiilor (al claselor de echi- 
valentés) dE H 1,]-» R” măsurabile şi mărginite, || ( *) || =ad. mer, lu (t) |, 


— 2 ( R", R”), spațiul matricelor patratice de ordinul "s 
— £(X, Z), spaţiul operatorilor L: x —Z liniari, continui, 
"e Óz» elementul nul din X. 

(1) Fie A CZ. Prin A înţelegem închiderea topologică a lui A. 

(2) Vom spune că A este con convex dacă pentru orice a, ape A 
avem Q + & € A, gi pentru orice ae A, te E, t — 0 avem i-a e A. 

(3) Fie ACZ con convex. Definim o Fg de ordine ,,<,” in Z 
prin 2, € 2, dacă gi numai dacă (2, — 2a) EA 

(4) Fie ACZ o mulţime oarecare. Definim A” c Z* prin A” = 
= Lef e Z* : 2*(a) [0 pentru.orice a € AY. 

(5) Fie h: XZ. Vom spune cá h este subliniară. relativ la conul 
convex A CZ dacă h este continuă, şi h(a, + 2) <4 h(2,) 4-h(2,), haz) = 
= ah(z), pentru orice z,, 2, veă gi orice « — 0, unde ,,x; ," este relația 
de ordine din Z determinată de conul convex A. 

(6) Fie U: X —Zgi X,C X un subspaţiu. Prin U, = U| X, definim 
aplicaţia restricție U,: X, — Z, U,(x) = U(c) pentru zeX,. 

(7) ker H = (ze X, U(x) = 0}, Im U = (zeZ; există cet astfel 
EC Diet = 2}. H 

(8) Spatiile X si Y sint izomorfe (X c Y) dacă. există D x Y 
liniară, continuă, injectivă şi surjectivá. 
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(9) Fie U: X —Z, a, € X. Spunem cá U este continuu diferenţiabilă 
Frechet de ordinul întîi în æ, dacă diferenţiala Frechét d U(y ;.) (e Z (X,Z)) 
există pentru y într-o vecinătate a lui x, şi este continuă ín g, 

În mod analog se definește că U este continuu diferentiabild 
Frechét de ordinul p in v, (p 2 1). 

(10) ,,| -|?, norma în spaţiul euclidian, ,,|| :||?, norma într-un spaţiu 
normat oarecare, <- , : > produsul scalar din spaţiul euclidian. 

(11) Fie AC Z. Spunem că A este convexă dacă pentru orice a, 
a,€A gi orice a€ [0,1] avem «a, + (1 — a); EA. 

(12) Fie M o matrice. Prin MT înţelegem transpusa matricei M. 

(13) Fie Z, € (1, ..., m), spaţii liniare și fie Z = [T Z;. 

i=l 

Definim aplicația pr;: Z —Z, prin prj? = 2, unde 2 = (ënn, een 2-1) 
Zis M41) es Zm) l | — 

(14) Fie u(-) € Le (to, h; E"). Multimea (vezi [3, b]) w(-) = 

= {(t, wu) € Da h] X R: pentru orice vecinătate Vx V, C E x Era lui 
(t, u) avem más {V, Mă 1(V,)) —0) o numim închiderea în măsură 
Lebesgue a lui 4(-) (mai simplu închiderea în măsură). 
St Fie AC [ts ù] 0 mulţime másurabilá cu más A — 0. Mulțimea 
A = {tE [to t,]: pentru orice vecinătatea V, a luitavem más (V,f1.A) 0], 
o numim închiderea în măsură a lui A. 

(15) Fie h(-)€ Le (ty t; E"). Spunem că t, € (to, bi este punct Lebesgue 

É lete 
pentru }(-) dacă lim >í "Am dt = h(t,) (vezi [8], pag. 238). 
| eJ. 

(16) Fiez,, ..., 2,,,€ E". Spunem cá z, ée(1,..., n + 1), sint in 

poziție generală dacă 2; — San ?€(1,..., n}, sint liniar independenţi. 


Definim co ((2, ..., 2,,1) C E" prin i 


(EM . "t1 l 
CO (2, ..., sa) = [ses z= KE 2, a, > 0, Saal. 


iml | i=l 
Dacá2,,. .., 2,41 sînt poziție generală atunci fiecărui ze co {2,,..., 2,43} 
i se asociază numerele o (2), ¿E (1,..., î +1), astfel ca 


nii l 20 n+l 
0 < a(z) <1, $ a(z) =1, z = Y % (2) %- 
i=l i=l 


= Numerele a, (2), se Wi vn n + 1) se numesc coordonate baricentrice 
ale lui z relativ la 2%, ..., 2.43, lar o4 (-) : CO {%, ..., 2,44) > R, $e (1, ..., 
n + 1), sînt continue. 
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(17) Fie X* dualul topologic al lui X. Prin topologia slabă* a lui 
X(X-topologia lui X*) se înţelege acea topologie in care vecinătăţile 
originii sint date prin reuniuni de mulţimi 


= (ate X*: |a* (x)| < e, 4 EX, ée(l,..., m}, eet, oo), 
m € (1, 2, 3, ...) (vezi [8], pag. 453—455). 
(18) Fie AE (C(t, bi E (Det (t 43 E, Prin ACO 


înţelegem că A verifică A (f) < 0 pentru orice fe C (t, ti; E), care inde- 
plineste f(t) 20 tei, (fe La (fo 4 5 E), f(t) 20, a.p. t. inte [4 SI, 


CAPITOLUL | 


CONDIŢII NECESARE DE ORDIN SUPERIOR PENTRU ELEMENTE. 
EXTREMALE ÎN SPAŢII BANACH 


` Noţiunea, de extremalitate este formulată de R. V. Gramkrelidze: 
in D. b]. Aga cum este dată in [1, b] această noţiune este adecvată. 
numai obținerii condiţiilor necesare de ordinul întîi. Aceeași noțiune este- 
reluată si îmbogăţită de L. W. Neustadt în [2, b], dar autorul o aplică. 
numai pentru obținerea condiţiilor necesare de 'ordinul întîi. Noţiunea de 
extremalitate se intilnegte si la A. IA. Dubovitki, A. A. Miliutin în 
[3, b, e] sub forma proprietăților conurilor variațiilor interzise şi admise,. 
unde se dau condiţiile necesare de ordinul intii si de. ordinul al doilea 
într-o formă abstractă, 

în cuprinsul acestui capitol definim donk, noţiuni de extremalitate :- 
extremalitatea de gradul zero care corespunde celei date in [2, b] si 
extremalitatea de gradul p; unde p > 1 natural, care cuprinde pe cea. 
dată in [1, b] şi [3, b, e]. 

Ambele noţiuni ` sînt utilizate în obţinerea condiţiilor necesare de: 
ordin superior. 


$1. NOŢIUNEA DE EXTREMALITATE ȘI CONDIŢIILE NECESARE 
DE OPTIMALITATE 


Noţiunea de extremalitate prin caracterul ei general cuprinde nofiu-- 
nea uzuală de optimalitate din programarea matematică si din teoria. 
controlului optimal atît pentru cazul cînd functia-criteriu este scalară. 
cit și pentru cazul cînd functia-criteriu este cu valori într-un spaţiu. 
Banach. În consecinţă, condiţiile necesare de optimalitate se pot deduce- 
din condiţiile necesare de extremalitate. 


Pentru a ilustra aceste legături vom defini mai întîi noțiunea de- 
extremalitate de gradul zero. 


1. Fie X, Y, Z spații Banach, fie QC Z con convex deschis şi fie: 
KCY con convex închis. Fie date aplicațiile D: X —Z gi: X > Y. 
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DEFINIȚIA 1. Un element v,€ X se va numi (D,Q; T, K) extremal 
de gradul zero dacă D (z,)e Q, T(a,) e K și dacă există o vecinătate V a lui 
iv, astfel încît mulțimea {xe V : D(z)eQO, T(z)e K} este vidă. 

Prin © vom nota mulțimea funcţiilor s: (0,1) —.X care au proprie- 
tatea, lim lls(e)|| = 0. 


DEFINIȚIA 2. Aplicația D: X —Z este subliniar diferentiabild in a, 
dacă există h: X—Z subliniard relativ la Q (vezi 0.5) astfel ca pentru 
fiecare s(.)e 0 să avem 


“D(z,-k+a(s)+ez) [O(x, + 2(e))+sh(2) + 0(e, 2), unde lim o (e; if = 0, 
O 80 E 
uniform în raport cu x pe mulțimi mărginite, iar ,,«;" este rela- 
fia de ordine dată de Q (vezi 0.3). i 
DEFINIŢIA 3. Fie s(-)€0 gi fie v,€ X. Vom spune că s(-) este admisă 
relativ la aplicațiile D(.) și T(-) în x, dacă există 2° EZ și y' EY astfel 


ca D(a, ut S 0) + e oe) T(a,+ s(e)) S S T(z)-d y + 71027 


unde lim Mtz EN 
£-0 € 


de conul convex K în Y. 

n cele ce urmează vom formula douá teoreme care conţin condiţiile 
necesare de ordin superior pentru elemente (D, 9; T, K) extremale de 
gradul zero. 

Demonstratiile teoremelor 1 si 2 se dau ín $6. 

TEOREMA 1. Fie a, un element (D, Q; T, K) extremal de gradul 
zero. Pie © subliniar diferenjiabilà şi T continua diferențiabilă Fréchet 
$n 2,; fieh(-), dT(v,;-) diferentialele lor. Fie AT(x,3:): X— Y surjecjie. 
Atunci, pentru fiecare s(-)e 0 admisă există ve" (vezi 0,4), ve K^ gi 
ve X* astfel ca 

(a) M (h (z)) + v (dT(z,; z)) 20 pentru orice x € X, 

(a’) u(x) + v' (AT (2, ; Lett = 0 pentru orice xe X, 

(b) Ia Il #0, X° (0 (2,)) = 0, v (T (2,)) = 0 gi u’ (2) < (Net 
peniru orice ze X, 

(e) a° (2%) + je (y^) > 0, unde 2, vi sînt asociate lui est) conform 
definiției 3. 

Deoarece in teorema 1 aplicaţia O este presupusă subliniar diferen- 
ţiabilă, e necesar să se vadă in ce condiții o aplicație este subliniar 
diferentiabilá. Aceste. condiţii sint cuprinse în lema care urmează. 

LEMA 1. Pie X, Z spaţii Banach şi fie A: X >Z, z, € X. Dacă A 
este continuu diferenjiabilà Fréchet in a, (vezi 0.9) atunci. A este subliniar 
diferentiabild relativ la orice con convex din Z. Mai mult, pentru fiecare 
HCX mărginită, avem că există o: (0,1) x X —Z şi «:(0,1) > [0,00) 
astfel ca 


A(x, + $(s) +ex) = A (2, + 8(c)) +edA (a,; £) + o (e, £), unde 


= DA = 1, 2, tar ,,&" este relația de ordine determinată 
K 
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los; a) = ote Il < a(c)llz” — all, pentru orice x’, æ” €H, iar 
E 

lim oiel = 0. 
€-+0 

Demonstraţie. Fie s(.)e0 şi fie HCX o mulțime mărginită. 
oarecare. | 

Pentru fiecare se (0,1) si fiecare ze H avem 
A (2, + 8 (e) + 4) — A (a, + 8 (2)) = Fe, (1) — Fe. (0, unde Faz? 
[0,1] — Y este definită prin Fe, = (t) = A (2, + $(s) + tea). 

Deoarece A este continuu diferenfiabilá în z,, iar lim {js (<)|| = 0,. 


rezultă cá F:,2(-) este oo diferentiabilá si prin urmare, pentru 


dF, « (Fe, = (t) 
dt 


fiecare e, v fixate obţinem că este integrabilă Riemann (vezi 


teorema 2.6) şi Se 
1 
FQ.) — Fe. a (0) = | m H dt 
i 0 


+te v 52). 
Fie Pr. » m Fee i) — Seelam sha eit) : Avem || P (e, aile 


i unde “22 = e dA (x, + 8 (s) + 


€ 
«f AA (a, + 8 (2) + te à; scena ; Aldi (vezi teorema a.6). 


Deoarece A este continuu diferentiabilé in v, rezultă cá functia. 
scalară de sub integrală este continuă în ¢ si aplieind teorema mediei. 
obținem că există z e(0,1) astfel ca 


“WP (e, aile IAA (2. + 8 (e) + $ «25 +) — 4A (2o 5+ VINX. 
Mulțimea H fiind mărginită,’ din uim lls(c) || =0 şi din ultima. 
inegalitate se obţine | lim || P (s, PT = 0, "uniformi d în raport cu seH. 
Notăm o (e, 2) = Ele, g) și avem : 
A (2, +e(e) + ez) = A(2, + 8 (<)) — « dA (a, ;«) — o (s, 2) = O;, unde- 


lim l9 (9 all — lim Pe zi = 0, uniform relativ la ee H. 
£30... € 


Mai departe, deoarece pentru orice con: convex QC Z avem 0; €. 
din ultima egalitate obţinem cá A este subliniar.. diferenţiabilă în & în 
raport cu orice: con convex din: Z; Pentru a monet, fie li 2d eH alese 


Arbitrat 
tI 
Avem W222") = ole al, — M 


_ WA (m, + ste) + ea") — A (ay +8 (s) + ca") — edA (a; à" —a' )ll. 


E 
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Urmind procedeul de mai sus se obţine 


1 t Li n 

= lo (e, 2") — o (e e| & stells" — ale unde a (e) = sup 

|| d.4 (z, + &(s) Leite" + (1 — 7)2);:) — dA (a; -)||. Deoarece A 

este continuu diferenfiabilá în e se obţine lim «(c) — 0 si demon- 
&—>0 


stratia se incheie. 

COROLARUL 1. Fie x, un element (Ù, Q; T, K) extremal de gradul 
zero. Dacă D gi T sînt continuu diferenjiabile Fréchet î în c, iar AT (2,5): 
X — Y este surjectie, atunci pentru fiecare s (-) € 0 admisă există X e€ B 
și v e K- astfel ca 

(&) 2° (d (z,; 2)) + v' (AT (x, ; e). = 0 pentru orice wex, 

(b) Mil + 0, X (D (2) = 0, v (T (2) = 0, 

(c) ° (2°) + v (y) 20, unde e și y' sînt asociate lui 8 (-) conform 
definiţiei 3. 

Demonstrație. Prin ipoteză si folosind lema 1 rezultă că 4 este 
subliniar diferenţiabilă gi diferenţiala este diferenţiala sa Fréchet dO (c, ; d 
Deoarece d® (z,; -) este liniară şi continuă, pentru orice u e X* care veri- 
fică u (2) SA (dO (z,; 2)) are loc egalitatea u (x) = 2' (dD(z,; 2)) oricare 
ar fi ee x. Mai departe, din teorema 1, se obţin condiţiile (a), (b) şi (c), 
iar demonstraţia se încheie. În următoarea teoremă, în cazul K = Oy, se 
vor slăbi condiţiile impuse în teorema 1 oper átorului T. 

TEOREMA 2. Fie x, un element (0, Q; T, Oy) extremal de gradul 
pid Fie O subliniar diferenjiabilà 3 gi T continuu 'diferențiabilă Fréchet in 

; fie h(-) şi AT (a, 3) diferenjialele lor. Fie dT (x,; X) = Yi; presu- 
VLA A că Y, este un subspajiu închis. Atunci pentru fiecare 8(-)€0 admisă 
eu proprietatea y' € Y, vor exista Xe”, vie Y* gi y'e X* astfel ca 

(2) A (h (a) + v (dT (x, 3 z)) > 0 pentru orice TeX, 

(a’) u* (2) + v (AT (a, ; a) = ó- -pentru :orice we X, 

(b) ^ tl + lv l| 0, X (® (z))) = 0, p° (a) « v ( (2) pentru 
orice o € X, 

(e) M (2%) + v (yf) 20, unde y'y:z* sint asociate lui 8 (-) eonform 
definiţiei 3. 

Observatia 1. Dacá în teorema 2; în loo de ipotezea D este subli- 
niar diferențiabilă în v, presupunem că ® este continuu diferențiabilă 
Fréchet în a, atunci condiția (a) din teorema 2 se înlocuieşte eu condiția 
(a) A (dO (2, ; ell + v (dT (z,; 2)) — 0 pentru orice, ze X, iar în (a ) avem 
H "Lë = X'(dO(z,; ei pentru. orice cex. 

Pentru a verifica această observatie se procedeazá ca in corolarul 1. 

` Observajia 2. Dacă în teorema 2 avem dT (a, ; X) = Yi, nc Y; 
Y, XY, atunci condițiile (a), (b) şi (c) se obțin ușor, (tar) (a) și (c) în cazul ` 
N = 0, sînt neconsistente (după cum se va vedea din demonstrația teo- 
remei 2) 


' PROPOZIȚIA 1. Fie Z= II TRR it Q,, unde Z, este spaţiu Banach, 
$20 120 
iar Q; CZ, este con convex deschis pentru fiecare i€ (0,1, ..., m). Fie X,Y 
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spajii Banach, K CY con convex închis și fie T: Z—Y, O: X—Z continue. 
Pie v,€ X un element (D, Q; T, K) extremal de gradul zero $i fie Î = 
= (ie(0,1,..., m}: @,(a,)€ 3, fale, unde d — (0,,. .., Dn). Atunci 
a, este (D, à; T, K) extremal de gradul zero, unde d = = (P; a i el, QcZz 
este dat prin £j = I LO, iar Z = Iz. 


Demonatrafie. Prin ipoteză, va exista o vecinătate V a lui x, astfel 
ca mulțimea (z €V:(z)eQ, Ziele K} să fie vidă. Pe de altă parte, deoa- 
rece Q este continuă, iar D,(z,)e Q, pentru e Dei = (0, 1,..., mw, va 
exista o vecinătate V a lui x, astfel ca viele Don orice ze V gi 
orice î € I,. Prin urmare, obţinem egalitatea (2 €V N Y:0(2z)e90, T(a)eK)= 

= (ze Vf y: $ (a) et, T(z)e K) şi deoarece prima mulţime este vidă 
rezultă că x, este (6, Q; T, K) extremal de gradul zero și demonstraţia, 
se incheie. 

2, Vom defini noţiunea de éxtremalitate de gradul p(p >1, p 
natural) și vom preciza legătura cu noţiunea de extremalitate. de edd 
zero. Deoarece noțiunea de extremalitate de gradul p(p > 1), intr-un 
sens, este mai generală decît cea de gradul zero, vom da şi in acest 
cadru o teoremă privind condiţiile necesare de extremalitate. 

Fie X, Y, Z spatii Banach, QC Z con convex deschis, K C Y con 
convex inchis. Fie Or X —Z, T: X —Y continuu difer enpianile Fréchet ^ 
de ordinul p, unde p > 1 este un număr natural. 

‘Fie eX. Definim H2> CX prin Hz. = {we X: dota; a. „ref, 
dT (2,3; z,...,a)e K pentru toți ¿ = 1,..., p — 1. dacă p > 22 (unde 
diA(z,; d Jeete diferenţiala Fréchet de or din i) iar H$, = Ox 

DEFINIȚIA 4. Spunem că x, este (D, Q; T, K) extremal de gradul 
p dacă D(z.)ef D T(z)eK şi pentru fiecare Be He? există V= vecinătate a 
lui O, astfel încît mulțimea {xe Vi: 


(o EA + do EZE æ). + =. d'O(z,; g, oe eg %)) €Q, (T(x, ) + aT (z,; z) + 
p! 


Ex d^ T(z,; 3, ..., 2) e K) 


este vidă. 
LEMA 2. „Pie D gi T continuu diferenţiabile Fréchet de ordinul 
P(p 21). 
Fie AT (a: A Xy surjectivà. 

Dacă x, este (D, Q; T, K) extremal de gradul zero, atunci &, este 
(0, 0; T, K) extremal de gradul p. 

(Demonstratia se va da la sfirgitul paragrafului 6). 

TEOREMA 3. Fie O T continuu diferentiabile Fréchet de ordinul 
pip > 1). Dacă x, este (0, Q; T, K) extremal de gradul p, iar d T(z,; +): 


* În fapt este necesar ca pe T să fie continuu diferentiabile Fréchet numai 
local, în vecinătatea punctului extremal şi nu pe întreg spaţiul. 
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:X—Y este surjectie, atunci pentru fiecare 5€ Hz, ` există a? Q7 şi vie K- 
astfel ca 


(a) A8 (dO (z,; z)) + ve (aT (a, ; ;2)) =0 f orice ve X, 

(b) ILAZ |] # 0, 25 (D (2,)) = 0, v? (T/a,)) = 0, 

(c) 25 (70 (z,; 2,...,7)) + v* (d? T (a, ; 2.. H > 

Demonstraţie. Fie ze Hz fixat. Fie P: RxX aZ, U: RxX-Y, 


definite prin F, (7, x) = © (z,) + d® (a,; æ) IET d?Ó (z,; @,..., 2). 
U (7, 2) = T (2) +AT a ia) + — à?T (2,;,..., 3). 
p! 


Fie F,:ExX >R dată prin Fy (7, z) = + si fie P: Ex XE x Z 
dată de F = (Fy, Fi). 
Fie O,C E conul convex definit prin Q, = {teR:t > 0}, şi fie 
QCR x Z conul convex deschis dat prin O = Q, x Q. 
Fie X,= E x X, Zi x Z. 
Prin definiţie avem P (0x) = (0, D(x 3 şi U(0x,) — T(z,), şi deoarece 


O (x) eQ, T(z,) e K rezultă că F (0x) e My, U(Ox,) EK. 


Vom arăta cá Ox, este (F, Q; U, K) extremal de gradul zero. 
Demonstrația o facem prin absurd. Fie T o vecinátate arbitrará a lui 
Ox, şi fie aT e V, astfel ca Paie, U(z*)eK; adică 


D(x.) + dD(z,; 2*) Fi a jj 95 n.) eQ, T(z,) + àT (2,; at) + 


+ 1*1 aD (0, 2,...,2)€ K gi «* > 0, unde af = («*, a*). 
p . 
Acum, fie z* = eed Deoarece odată cu ze Hr" avem ge Ze 
Ve 
e H?-!, pentru « 2:0, rezultă că z*c H2-1. Prin urmare, pentru orice ve- 
cinătate V a lui Oy vor exista z* e Vşi z* e H?-! astfel ca 


gie) + dd (a, ; a*) + dite 2*,. . .,2*)eQ gi 
p l j „a : 


Ziel + àT (z,; 2*) + Ld? T(z,; z5,.. rie E. 
p ME 
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În felul acesta se contrazice proprietatea de extremalitate de gradul 
p a lui v, 

Prin urmare (0, Ox)= Ox, este (F, Q,; U, K)extremal de gradul zero. 

Prin ipoteză d7(z,;:): X—Y este surjectie şi deoarece 


dU(Ox,; (7, al = i cd? T(a, ; 2,. . .,2) d T(o, ; 2) rezultă că QU (Ox, :-): 
P: 


:X,—-Y este surjectie. 
Mai departe, din teorema 1, alegind s(-)€ 0 astfel ca EES Ox,, se 
obține cá există Xe Or, ve K^ astfel ca 


(a’) 33(QF(0x,; 2)) + v (AU(Ox, ; «)) = 0 pentru orice ve X, 
(b')38| 450, 2: (F0x)) = 0, V (U(0x)) — 0. | 


Prin definiție avem d'Pia, ; z,) = (1, A@(a, 32) + erte, ... 
D: 


...2)), AU(Ox, ; a) = dT(z,; ai + — d? T(z,; 2,. . .,2), unde z,—(«, 2). 


Deoarece fe Or şi 0, = Q, x Q rezultă cá există « > 0 şi X7 eQ- 
astfel încît (a^) devine 


(4^) X (d(z, ; ail + v* (dT(z,; ei + vi (PO(z,; 2,. ..,7)) + 


vē (d? T(z,; £,...;2)))+ ra = 0, pentru orice te E, eet, 
(>) 


(b^)J[ 39 |] + lal 2 0, 2* (D(z,)) = 0, v* (T(z,)) = 0. 


Vom demonstra prin absurd că || 2 || = 0. Fie || 7 | = 0. Atunei din 
(a’’) pentru + —0 se obtinev* (dT (x, ; z)) = 0 pentru orice ze E gi deoarece 
AT (x, ; -) :X—>Y este surjectie rezultă ve = 0. Mai departe, din (a'') avem 
a = 0 şi se contrazice condiţia (b'). Prin umare ||? || = 0, si (b’’) are 
aceeaşi formă cu (b). 

În continuare, alegînd + = 0 în (a’’), se obţine condiţia (a), iar 
alegind x = 0x in (a''), pentru + > 0, se obţine condiţia (c) şi demon- 
stratia se încheie. 

3. În această secţiune vom formula un rezultat care la prima 
vedere nu pare a avea lgătură cu ceea ce am făcut pînă acum. Această 
legătură se va vedea putin mai tîrziu (vezi cap. II) cînd vom obţine 
condiţii necesare de ordinul al doilea pentru o problemă de control opti- 
mal. Rezultatul pe care-l formulăm în teorema 4 este foarte strîns legat 
de lucrarea (3, a). 

n prealabil sînt necesare cîteva precizări. 
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Fie B o familie arbitrară de indici gi fie date spaţiile Banach 
X’, ER, Z*, beB, astfel ca pentru fiecare b,, b,¢B există spaţiile Banach 
Zb, Vers, Zh^ cu proprietatea cá avem îndeplinită una din condiţiile 


(i) Xs — Kay Xt, Zs = Zh xZhh, Y’: = Yar Kb 
(ii) Eh = Xx hb, Zh —ZhxZhh*, yh = Vax Ebbe, 


În B definim relaţia de ordine ,,«;" prin b, Sb, dacă si numai dacă 
XU, ZU, YU, j = 1, 2, verifică condiţia (i). l 

Fie date CZ? con convex deschis K’C Y? con convex gi fie dati 
operatorii liniari şi continui Z5: X*— Z^, L’; X*— Y astfel ca pentru fiecare 
b, S ba să avem EA CT 


(a) ANZ = Oh, KanN Vs = K^, LẸ |^ = LY, La] gh = L5, 


L'(X*)—Yi, unde Y! este un subspafiu închis, iar Y' — Ent x Y? 
pentru fiecare be 5. 

Fie dati operatorii $5:X*—2', Sè: X'Y' si mulțimile MCX? 
astfel încît pentru fiecare be b, să avem | 


(B Manh = M^, S |, = Sb, S^ | y= Bă. 
Fie (X^, v) e(Z* x Y*)* care indeplinese condiţiile : 
(e) 2° (L3(a)) + v (L*(z)) = 0 pentru orice ze ft, 


(eg) 0 (S(2)) + V (8(2) > 0 


(es) (NI + Iv |] #0. 
Fie P'C(Z' x Y')* definite prin 
| P = (35, vii We (2), ve (K?),- Q5, y) verifică (ei, (C2), (e3)) 


Din condiţiile («) si (B) se observă că pentru fiecare b, < b, avem pro- 
prietatea | 
(y) dacă (25, v^) e F^ atunci (Disch, v's/¥%) verifică condiţiile (c) si (es) 
eorespunzátoare lui b — b, . TOME ‘ 
DEFINIȚIA 5. Vom spune cá (2°, v), beB, este un lant netrivial 
dacă (OO, v’) e bh si dacă pentru fiecare b, «; b, avem Ableb 2-25, vf Y» = yh. 
Acum sîntem în măsură să formulăm urmátorul rezultat. . E 
TEOREMA 4. Fie date spaţiile Banach X’, Y’, Zh, operatorii L*, 
Li, S*, Sb și mulțimile OK, M', be B, astfel ca să fie îndeplinite (a) 
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și (B). Fie D. be B, definite ca mai sus. Dacă pentru: fiecare bs b, gi 
fiecare (Ah, ve? avem (AN bu, vh[Y^) e P^, atunci există (AN, v’) e (Z?x 
x Y'y, beB, lant netrivial. 

4, În această secțiune vom ilustra generalitatea noţiunii de extre- 
malitate prin probleme de optimum din programarea matematică şi din 
teoria controlului optimal. 

Fie X un spaţiu Banach, oe: X>R, î=—m, ..., —1,0,1,..., k; 
se caută min Po(#) cu condiţiile e;(2) < 0 pentru’ i = — m,. s 
oda) = 0 pentru  — 1,..., k. Notám această problemă cu P,; o soluţie 
a lui P, se numeşte element optimal. 

Fie z, un element optimal. Fie spaţiile Banach Y = R*, Z = R”, 
conurile convexe Q = (2 = (2,,....,2,) : Z< 0)CZ K = Oz. Fie 7:X— 
—Y definit prin T(z) = (ei, ., $(2)) gi fie D: X—Z definit prin 
D(x) = (e-s(2),..., P-a(2), pols) — qp(to)). 

Vom arăta cà zy este (D, Q; T, K) extremal de gradul zero. Pre- 
supunem, prin absurd, cá 2 nu este (0, Q; T, K) extremal de gradul 
zero : pentru orice vecinătate V alui 2 mulţimea, SS Q(z)eO, T(x) EK} 
este nevidá. Fie z,€X astfel ca O(7,)EQ şi mura 

|». Avem qo(2;) « 0 pentru i= — m,. KAEA) —0 pentrui=1,...,k, 
iar (7) — 9o(%) <0 şi se contrazice pons ec lui 2,. 

În continuare vom defini o problemă de control optimal pe care o 
notăm cu P,. 

Fie date oe :AC(t, t; R^") x Leo (tos h; R‘)->R, f [ts 4]xB"x 
x R'-—E, dit [toy 41] X R'xE-—ERpenirn i = —m,..,—1, 

Se caută min e, (y (-),w(*)) pe mulțimea (y (-), u (+)) EAC (ty, D R’) x 


x Leo(tosty KI) care verifică condiţiile y(t) = y(t) + J f(8,y(8), 4(8)) ds, pen- 


tru orice? e[t,, t]; g, (t,y(t), w(t)) <0 a.p.t in te [tos hl pentru = = m. + —L 
gst, y(t), w(t)) — 0 a.p.t. în te[ts, ti], pentru j =1,. 

O solutie a problemei P,o numim element optimal. 

Fie (7(-), &(. D optimal pentru P, Fie X, Y, Z spaţiile Banach 
definite prin x= = Alfa, 43 R")x La (to, hj m, Y = AC tos kr R") x 
X Leif bh: Ek Z= RN (to 1,5 E"). 

Fie Q C Le (to t1; E") conul convex deschis definit prin Q,={2(-) = 

= (eu) ...,24(*)) : ad.. max 2,(t)- 0 pentru j = 1,...,m} gi fie OCR 


dat prin Q, = {teR 4 <0}. Fie QCZ conul convex deschis definit; de 
Q = Q, x O, şi fie KC Y conul convex închis dat de K = Oy. 


Fie T: X— Y definit prin T(y(*), w(*) (t) = (git) coles 

¢ 
m u(s)) ds, git y(t), «(t)),..., Olt, y(t), u(t))) si fie :X>Z 
definit prin O(%)(t) = (Po (y(*), u(-)) — Do (QC) E I} I-n (h y(t), u(t)), 


- 9-1(t, y(t), u(t))), pentru te[t,, t], unde x = (J(+), &(-)) este optimal 
pentru P}. 
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Vom arăta că & este (D, O; T, K) extremal de gradul zero. Fie, 
prin absurd, z, = (y,(-), *(-))eX astfel ca (z,)eO, T(z,) = Oy. Din defi- 
nifii avem o(yi(*), %a(-)) — PoF), 9(-)) « 0 si gi, y(t), gl <0 
pentru 4 = — m, ...,—1, 

g(t, Y (t), wt) = 0 pentru j = 1,..., k, a.p.t. pe Da, tal, iar y(t) = 


= mid f(s, yx(8), *(s)) ds pentru orice te[f,, ti]. 


t 

fn felul acesta se contrazice optimalitatea lui 7(-), &(-)). În sfirgit, 
vom formula o problemă de optimum-Pareto care in fapt este o problemi. 
de programare matematică cu criteriul de performanţă dat prin mai 
multe funcţii scalare. Această problemă o vom nota cu P}. 

Fie date X spațiu Banach, f,:4—R pentrui=1,...,m, si q;:X— R 
pentru? =1,..., k. Se caută un element z,€X astfel ca 9,(%)) = 0 pentru 
$ —1, SCH k, "iar mulțimile 4, = {ve X: fılæ) < f, (29) f, (v) < 
djs) pentru jz- 4, {x)= 0, ts 1,..., k} sint vide pentru fiecare 

=1,..., m. Fie 2 o soluţie pentru P. 

FieZ —R" ,QCZ, Q = {z= (4. .., Zm) gu 0 pentru i = 1,...,m], 
fie Y — R*, K — "Oy. Fie ® :X>Z si T :Y Y definite prin die) = Hei — 
— Dach Ta) = ele, unde f(z)— (f(2),. . .,f5(2)),9(2) — (plz). - e (2). 
Vom arăta cá a, este (D, Q; T, K ) extremal de gradul zero. Fie, 
prin absurd, z,€X astfel ea P(a.)e si T(a) = Oy. 

Din definiţii avem Lg) < fi(29) pentru 4 = 1,...,m, iar Gil = 0 
pentru à = 1,..., & gi se obţine că toate mulțimile A, contin pe 23, con- 
trazicindu-se definitia lui 29. 

5. Folosind teorema 2 vom deduce condifiile necesare de optima- 
litate de primul ordin pentru problemele P, si P} 

Fie x, un element optimal pentru P,. Cu notafiile introduse pentru 
P, % este (0,0; T, K) extremal de gradul zero, unde P(x) = (9.,(2),. . ., 
P-a (2); 9o (2) — Po (29), T (2) = (pı (2),... gx (2). Presupunem 
că o, sînt continuu diferentiabile Fréchet in x, pentru toţi î = — m,..., 
— 1,0,1,. 

Folosind lema 1 deducem că © este subliniar diferenfiabilá in c 
gi diferenţiala, sa este h(x) = (dP-m (2952),. . -sdo_a(2 ;£), deo(20;2)). 

Deoarece dT(z, ; :) :X—-R* este o aplicaţie liniară și deoarece orice 
subspatiu liniar in R* este închis avem d T(z, ;X) = Y, şi Y, este închis 
in RF. 

Alegem et :)e0 astfel ca a e) = Ox pentru <e(0,1). 

Vom avea z? = Orm+1, y'= Oy gi teorema 2 dă 

COROLARUL 2. Fie x, optimal pentru P gi fie e, 1€{—m,..., —1,0, 

..k) continuu diferenjiabile Fréchet in x, Atunci există Aen? şi 
Veni astfel ca 


(1) b Ade; (495 2) + b v 19;,(% 54) —0, oricare ar fi xex, 


(2) JA, + ee A «di pentru toți ie( —m,...,—1,0), iar Mp2) 0 
pentru Zei —m,...,— 
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DEFINIȚIA 6. Dacă pentru orice sistem (Aimy. ., À 4539 Aus «++ Al care 
verifică (1) avem X, — 0, atunci problema P, se numește normală. 

OBSERVAȚIA 2. În cazul în care P, este normală, atunci împărțind 
prin Ae condițiile (1) gi (2) devin 


qm -m 


—1 k 
(1') dgo(% 52) + J; e;do,(25 ;2)2- Y, o; do,(% 5”) —0, 
fol 


pentru orice zeă, unde a, = T pentru ie(—m,..., —1), «= = pen- 
0 
tru se {1,...,k}, i 
(27) oc 0 și a,9;(%) = 0 pentru toți ie(—m,...,—1). 


OBSERVAȚIA 3. O condiţie suficientă de normalitate este ca aplicaţia 
(do(255-),..., do,(2,;-)) :X— RI să fie surjectie, și să existe & astfel 
ca d q(29;2) = 0 pentru 1e(1,..., k}, iar do, (%32) < Opentru toţi 
ie{—m,..., —1} pentru care (29) = 0. 

Demonstraţie. Într-adevăr, dacă prin absurd A, = 0, atunci din 


f —1 
(1) pentru z = 6 obținem Yi X, = 0, iar din (2) obținem 2, = 0 pentru 


ta -m 
k 
ie{—m,...,—1}. Mai departe, din (1), avem V. v; de,(z, 4)— 0 pentru 


ici 
orice z€X și folosind condiţia de surjectivitate din enunţ rezultă a,= 0 
pentru e (1, ...,k). Prin urmare, dacá2,—0, folosind ipoteza se obține 
A; = 0 pentru i = — m,...—1, vy — 0 pentru i = 1,..., k, contrazi- 
cîndu-se condiţia (2). Deci A, — 0, si P rezultă normală. În continuare 
vom deduce condiţiile necesare de ordinul întîi pentru problema P}. 
. Fie % un element optimal pentru P,. Cu notatiile pentru Pa, £o 
este (0, Q; T,Oy) extremal, unde (toi = (lei — fi). - Tel) —f (t9); 
iar T(x) = (q(2),. ..,o,(2)). Presupunem cá f,, ?e(1,. .., m] pi ?e(1,. . k}, 
sînt continuu diferentiabile Fréchet in a. 
Folosind lema 1 deducem că (D este subliniar diferentiabilé in 2 
și diferenţiala sa h(x) este egală cu 


h(z) = (dfi(255 2),. .., dfa(2o «)). 


Mai departe, T este continuu diferentiabilá Fréchet in z, gi 
4 T(z, ; £) = (do,(2, ; 2),. ..,do,(25; z)). Deoarece dT(z,;-) : X — R* este li- 
niară şi d T(z, ; X)) este un subspaţiu liniar in EF rezultă cá Y,( =d T(x; X)) 
este un subspatiu închis. 

Alegem $(-)e0 astfel ca s(c)=Ox pentru <e(0,1). Ipotezele teoremei 
2 fiind verificate rezultă că există AER”, veR* astfel ca 


m k 
(3) Y; Adf: (20; 2) + y; vi de,(%y 5”) = 0, pentru orice ze X, 
fol 


t=1 
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(4) JA] + |v[ 25 0, A> 0 pentru toţi Zelt... m). 


Condiţia (3) va fi consistentă in măsura in care |à] 0. 

Dacă |à] — 0 atunci funcţiile în raport cu care se optimizează 
în P, nu vor apărea in (3). 

Observajia 4. O condiție suficientă pentru ca |A|=£ 0 este ca apli- 
catia (Aq, (2,5 -),...,d9, (205°): X—R* să fie surjectie. 

Demonstraţie. Într-adevăr, dacă prin absurd, avem |A| = 0, 


atunci din (3) obţinem 3, A, dq, (£o; 7) — 0 si folosind ipoteza obti- 
f=] 


nem |v| = 0, contrazicîndu-se (4). 


$ 2. CONDIŢIILE NECESARE DE ORDIN SUPERIOR PENTRU P, ȘI Pa 


“Folosind teorema 1.1 vom deduce condiţiile necesare de ordin supe- 
rior pentru P, gi P, Aici vom preciza structura funcțiilor admise 4 - ) 
€ 0 gi legat de aceasta, forma pe care o capătă condiţia (c) din teorema 1.1. 
La început vom face acest lucru pentru P.. 

6. Fie z, un element optimal pentru P, În tot ce urmează relativ 
la P, vom presupune că funcţiile o, = — m,. —1, 0,1,...,k sint 
` continuu ern Fréchet în 2, şi că aT (za; A E ER este surjecţie 
(T = (qy..., ll, Facem această ipoteză în dorința de a obține con- 
ditiile necesare de ordin superior pe o mulţime cit mai bogată si cu un 
conţinut consistent.% 

În absenţa acestei ipoteze, condiţiile necesare se pot deduce din 
teorema 1.2, dar mulțimea pe care se defineşte condiţia de ordin superior 
(vezi (c)) este restrinsá prin condiţia y'eY,, iar informaţia conținută în 
condiţia de ordin superior poate fi nesemnificativă prin A = 0 (vezi 
observația 1.2). 

La început vom obține ee necesare de ordinul al doilea. 
Presupunem că funcţiile 9,,.4 = — m,...,—1, 0, 1,..., k, sint de două 
ori continuu diferentiabile Fréchet in Eé 
Notám 1], = (ie(—m,...,—1) : pı (o) = 0), 2—1U (0). Din propoziţia 
1.1 deducem că a, este (Ô, Q; T, K) extremal de gradul zero unde 
$ (x) = (9, (2), el), T(x) = (e. (2). + Px (@)), iar Do (2)= Po (2)— Gel el, 
O, (2) = 9, (2) pentru Zei, 

Detinim Me M, C X prin Mz, = {xE X: dg, (20; ; 2) = 0 pentru ie Ë U 
(,... E, M, = {xe X: do, (2; £) = 0 pentru iel UD... Ej). 

Vom aplica teorema 1.1 tinind seama că m, este (0,0; T, K) extremal 
de gradul zero. Vom arăta cá pentru fiecare Ze M+, functia $(:)e€0 de- 
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finită prin s(e) = Ve z este admisă relativ la O, T în a, (vezi definitia 
1.3). Prin ipotezá avem 


Po (To + 8 (€)) — Po (20) = Ve dpo (20; 2) tx e d? o, (20; Z, 2) Lë (s), 
Qi (Lo + 8(2)) = Q; (29) + Ve do, (2,5 2) += ed? g, (255; 2, 2) +o (s) = 


— x 1 
= Ve do, (295 2) + 21 e d?o; (2$ ; 2,2) 2-0, (s); 


pentru toţi sei, U (1,...,k) unde lim Le) = 0 pentru toti ¿eŽ. 
s> E 


Deoarece 7 € Ma, avem 


Po (Lo + 8(2)) — Po (20) = ea Po (Lo; Z, 2) + 0o (c) 
Pi (Lo + 8 (s)) cae Pi (295 Z, Z) + 0, (s), pentru ief, U (1,..., X). 


Prin urmare, fiecare ai -) € 0, definită prin s(c) = Ve Z, Pe, este ad- 
misă relativ la d si T în c, iar din teorema 1.1 obtinem 
TEOREMA 5. Fie v, un element optimal pentru P,. Fie 9, Zei —m, 
-»—1,0,1,...,4}, de două ori continuu diferentiabile Fréchet în v, astfel 
ea de (Gënz lt PR este surjectie. Atunci pentru fiecare z € M., există 
constantele A astfel ca: 


(6) e M do, (295 £) + X X do, (295 2) = 0 pentru orice we X, 


Ze -m 


(7) Y | 2| Æ 0, M > 0, pentru toți i e (—m,...,—1,0), A q,(2,) = 0, 


i= -m 
peniru toți i e (—m,...,—1), 
(8) y M d? e; (295 2, Z) + PELPICT z, 2)2 
i= -m 


ga Fie ze M,s(:)e0 dat des (e) = Vez. Alegem 
g = (zi dq, (2; 2, zeit si y' = (3 d? q; (£o; 2, 2) de(1,..., ky, 


iar condiţiile teoremei 1.1 ne dau (6), (7) şi (8). 
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Observaţie 5. Dacă P, este normală, atunci Mz, —M.,. Într-adevăr, 
din observaţia 2, doo (2,5; 2) 0 dacă do,(z,; 2)—0 pentru toţi ie 7, U 
U (1,..., k}. Pentru a obţine condiţii necesare de ordinul p, presupu- 
nem funcţiile 9,, è = — m,...,—1,0, 1,...,k de p-ori continuu diferen- 
tiabile Fréchet in x). Definim M?>* C X prin 
M2 = {x e X : de, (La : %)=0,..., d?-! pi (295 4,...,2) —0 pentru eZ U 
U DEL, ; 
Vom arăta, că pentru fiecare z e M2-!, funcţia s(c) = Vez, e e( 0,1), este 


admisă relativ la ® și T in a. Într-adevăr, avem 
Da 


Pi (Lo + 8(s)) = ge (2) + Ve do, (295 2) + a m 


d?-1 gi (295 Z,. .,7) dod 9; (42935 2,..., 2) +0; (2) = (29) + 
1 ap 
+ i 9; (495 Zye .., Z) + 0; (e), 


pentru toti eZ U (1,...,k), unde lim ër ell = 0. 
£0 


E 


Alegind 2' — E d? o, (2495 2,..., 2), 6 e1) si y* = E de (25; Z, ... 
042), Zelt... Ell, teorema 1.1 devine 
TEOREMA 6. Fie v, optimal pentru P,. Fie do (2,5:) : X—R* surjectie 


și fie gpi € ( — m,...,k}, continuu diferentiabile Fréchet de ordinul p în Ze, 
Atunci pentru fiecare Ze M?! există constantele 23 astfel ca 


0 . k 
(6’) Y, AF de, (2,5 2) + ¥ M do, (295; x) = 0 pentru orice xe X, 
$21 


i= -m 


A | 
(77) y; M25 0, X > 0 pentru toții e (— m,...,—1,0) și 


{i= -m 


AF e, (29) = 0 pentru toji ie {— m,..., — 1}, 


0 o k > 
(8) y; Md o, (2552,..., 2) + Y AFA? Q; (2,5 2,...,2) Z 0. 


is -m sal 


Observatia 6. Deoarece în teorema 6 intervine numai faptul cá 
«v, sînt de p-ori continuu diferentiabile in x, rezultă că alături de condiția 
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necesară de ordinul p se pot obține și celelalte condiții necesare de ordin 
mai mic decât p. 

Notám cuc, (z) expresia din membrul stîng al condiţiei (8') cores- 
punzátoare condiţiei necesare de ordin 2 < j <p. 

Fie M? = {we X:d/o, (255; 2,...,2) —0 pentruje(1,..., p —1), 7 
impar şi ¿ef U (1,..., k}, d' g; (£o; w,...,2) — 0 pentru le (1,... 
> p—1}, l par şi eZ U(1,..., k}. i 

Observafia 7. Dacă P, este normală atunci M?;! = MS) Într-ade- 
văr, deoarece pentru orice2 <  & p avem odată cu ze Mi; !si(—2)eM?., 
din observaţia (6) rezultă cá c; (2) = 0 pentru z e M2;!, dacă j este impar. 

Mai departe deoarece P, este normală din e; (2) = 0 avem că dg, 
(o 52,...,2) = 0 dacă de, (Xp 52,. ..,2) = 0 pentru se Î,U(1,...,k). Astfel 
condiția d! o (£o; 2,...,2) — 0 pentru je(1,..., p—1), j impar, se 
poate omite din definiţia lui M?;! si se obţine M?-! = MT, 

7. Vom deduce condiţiile necesare de ordin superior pentru problema P}. 

Fie x, un element optimal pentru P,. Cu notatiile adoptate in deseri- 
erea problemei, v, este (0, Q; T, Oy) extremal de gradul zero, unde 
D (2) —(fi (zx) —f1 (o); ale (9) —Jm(®o))s iar T (2) —(e;(2),. - +99, (2)). Pre- 
supunem că f, 1=1,..., m, Și o, $—1,..., k, sînt continuu diferen- 
tiabile Fréchet de ordinul p(p > 2) în a. Fie M?-!'CX definită prin 
M? —(seX: df, (uy; £) — 0,..., d- fi (zo; 2,...,2) = 0, pentru 
$€[l,..,m], de, (295 4) = 0,..., AP- (o; 2,..., 2) = 0 pentru 
i € (1,. . .,k]). 

En 

Vom arăta, că fiecare s(-) definită prin s(e) = Vez, < €(0,1), unde 

ze M2;!, este admisă relativ la © si T in x, (vezi definiţia 1.3). Într- 


adevăr, avem 
p-1 


^i + 8(e)) — f, (20) = Ve df, (2952) +... + ISS 


d?-1f, (295 2,.. ., 2) tt^ (295 2,..., Z) + 0, (£) = 


= d? f, (2552,...,2) + o; (s), 


pi 

Pi (Zoe (e)) =o; (20) + Ve do; (295 2) +... t-i! 

Cie 9; (295 2,. .., Z) ho 9; (295 2,..., 2) + o; (£) = 
=e d? ës (295 2,..., Z) +0; (e), 


undelim Tac = 0, lim Lole) —0, pentru i € (1,. ..,m),j E (2,. fi, 
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i ` GE l : t . E . opt t E 
Alegind a = (aa, ST d ie {1,...,m}) gu =. 


"E E d? o, (255 2,..., ziceti. .., k]), din teorema 2 obtinem 


TEOREMA 7. Fie ew un element optimal pentru P,. Fie f, 9; con- 
tinun diferenfiabile de ordinul p în ap, pentru toi e (1,. . m], j D, 
Fie apheația do(x;-+):X—->R* surjectie, unde o = (Pı... qv). Atunci 
pentru fiecare 2? € M?! există ER, v; ER astfel ca: 


m k ; 
(9) Y; M df, (25 2) + Y; £ de, (29; 2) = 0 pentru orice we X, 
del jel : 


-m i * 
(10) yy | NI 350, X 2 0, pentru toți 4 {1,...,m}, 


: il 


om k = g ` 
iml ; =1 ; 


§3. OBŢINEREA UNEI CONDIȚII NECESARE UNIFICATE DE ORDIN 
SUPERIOR PENTRU P, SI P, 


După cum s-a putut remarca, condiţiile necesare de ordin mai 
mare decît unu, în general, depind de elementul Z ales, în sensul cá 
multiplicatorii 27, vă depind dez e M?-!, Aceasta conduce la obținerea unei 
familii de condiţii necesare de ordin p, cite una pentru fiecare ze MS", 
În continuare, vom studia posibilitatea ca o parte din condiţiile teore- 
melor 2.6 şi 2.7, sau chiar toate să nu depindă de alegerea lui z. 

1. Observajia 7. Dacă în plus faţă de ipotezele teoremei 2.6 problema 
P, este normală şi d? o, (255 (*),...,(*)) 20 pentru i e IU (1,. . .,k), iar d? eo 
(295(*),. ..,(*)) Æ 0 atunci condiția necesară de ordinul p pentru P, (vezi 
(8') din teorema 2.6) nu depinde de alegerea lui z in Mis condiția (8) 
se va scrie 


(8) d? oo (255 2,... 2) 22 0 pentru orice Set", 
Această observaţie rezultă imediat dacă ţinem seama de teorema 2.6. 
Mai departe, fie M2>1C M2;1 definită prin 
M?- = {we Me): d? @, (ëng, d? T (ao; ën 2) e 
Im (d 6, (2,; +), AT (25; -), 
unde ©, = (pp ie 29), Î = (ie(—m,. ..,—1): pi (2) = 0}. 
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.  JPnoPozipA 2. Fie a un element optimal pentru P, Fie o 
t.e{—m,...,—1,0,1,...,4}, continuu diferenjiabile Fréchet de ordinul p in 
Ly. Fie aplicația do (£o; -) :X—RE* surjectivá, unde o = (93,...,9,) Și fie 
P, normală. Atunci pentru fiecare 3 e M?-! există oF € R astfel ca 

(12) 


-1 k 
doo (295 2) K of do; (255 &) + Y, af do, (255 2) = 0 pentru orice ze X, 
ia = EH 


(13) a? > 0 si of q, (29) = pentru toți i e (—m,...1), 

(14) d oo (20; 2,...,2) + doo (295 t(2)) 3 0 pentru orice z e M2, 

unde t: Mz-'—X verifică ecuaţia 

(14^) 

(dD, (2, t (2)), dP (20; EI = — (APD, (2552, .., ), A? T (255 2,. EI 


Demonstraţie. Prin ipoteză sint îndeplinite condiţiile teoremei 2.6., 
Deoarece P, este normală rezultă că 13 > 0.. _ 
împărțind prin X în (6) si (8’) gi notind ej u^ din (6^), (7’) 
gi (8'), obţinem ` * 
(15) m . 
d gg (Lo; 2) + E a? de, (295 £) + H a? do, (255 £) = 0, pentru oricez e X, 


(16) af > 0 si o$o9,(r) =0 pentru toţi ie {—m,...,—1}, 
-1 
(17) Ge t F oi d” 9, (295 ,. ., 2) + 


k s 
+ E Fd? o (295 2,..., 2) > O. 


iml 


Adunind (15) şi (17) membru cu membru gi alegind ¢-) ‘ca în (14') se 
obține condiția (14). Condiţia (15) este identică cu (12) şi demonstrația 
ge încheie. 
În continuare vom da o teoremă pentru P, în care toate condițiile 
necesare de ordin superior nu vor mai depinde de alegerea lui zeM?)!. 
Fie |7,| = numărul indicilor din 7,, unde 7, = {i e{ —m,...,—1): 
Ps (20) = 0}. 


$ — c. 894 
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TEOREMA 8. Fie x, un element optimal pentru P,. Fie 9, i E (—m,.. 
.,—1,0,1,. ..,k), continuu diferenjrabil: Fréchet de ordinul p(p > 2) în 
CR Pie (d d, (255 °), AT (2,5 *)): X—>RIDl+: surjectivd. 
Atunci există constantele «, astfel ca 


Q7) ` dës (£0; 8) + Y a; de, (2,5 2) + E xa d; (49; x) = 0, 


i= -m 
pentru orice c € X, 
(18) €, > 0, gu P; (29) = 0, pentru toți te{—m,...,—1}, 
19) d Po (295 2,. ..,2) + y a; d” o; (295 2, ..,2) + 


ie -m 


k 
+ y wd o, (22,...,2) 20 


i=l 


pentru orice 2 e Mäi 

Demonstrație. Prin ipoteză avem cá dT (29; *) : X—E" este surjec- 
tie gi c cá va exista ze X astfel ca d T(z ;z) = OR,, iar do, (z95 2) <Opentru 
sei, (éi = (0, ef,)). Din observaţia 1.3 P, este normală in sọ. Deci, sînt 
îndeplinite bip teoremei 2.6 cu AR — 0. Împărţind prin 2% în (6' 


si (8') si notind di E pentru toti ie (—m,...,—1, 1,...,k}, din (67), 


(7^) şi (8’) se obţin (17°), (18) si (19) în care deocamdată constantele o 
mai depind formal de z. Mai departe, vom arăta cá oi, in fapt, nu e 
"n 2eM?- Fie 2,, Z, € M2;! aleși arbitrar și fie oed 5 e{—m,.. —1, 

SK) “două sisteme de constante care verifică (17'), (18) si (19) cores- 
Ducit lui z, si respectiv 2,. Scázind condiţiile (17) avem 


=~ - k e 
(20) $; (c? — aft) do, (295 2) + Y; («f — o) do, (295 4) — 0, pentru 
ici 


ieTi 
orice x € X. 


Folosind proprietatea de surjectivitate dată prin ipoteză, din (20) obţinem 
af — of pentru toţi à ehu {1,. . .,k). Pe de altă parte, avem 0 = of —aP 
pentru toti ¿e{—m,.. Sew NE şi condiţiile (17), (18) si (19) au fost 
obţinute. 

2. Vom formula pentru P, un rezultat asemănător celui dat în 
teorema 8 pentru P,. | 

Notăm cu f = (fy... fa) Și 9 = (P1. +9 x) 
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TEOREMA 9. Fie x um element optimal pentru P, Fie f, și o, 
continuu diferentiabile Fréchet de ordinul p(p > 2) în o. Fie dọ (2; °): 
X->R* surjectie şi fie df (29; ker do) = R"-!, Atunci există AER gi 
v, ER astfel ca 


"m k 


(21) Y; As df, (295 £) + Y; v; do; (2,52) = 0 pentru orice ze X, 
ZA 


i=l 


. 3 m 
(22) 120 pentru toji i = {1,...,m} şi JA, >0, 
ial 


m k " 
(23) à N d? f, (295 3...,2) + X vj d? o; (295 2,...,8) 30 
df, (255 2) = 0,..., P-E f (255 2,...,7) — 0 


def. 
pentru orice 2€ M?-! = (ze X: 
dg; (Xo; æ) = 0,. e DIr Lë 9i (Loj... 3) = 0. 


pentru i€(1,...,m), Zelt... E 

Demonstraţie. Deoarece condiţiile teoremei 2.7 sînt îndeplinite 
rezultă că sînt verificate (9),(10) si(11). În continuare, vom arăta că A, 
gi v; se pot alege astfel ca ei să nu depindă de alegerea lui zez", 
Deoarece df (x; kerd ọ) = R”-! rezultă că (m—1) dintre componentele 
lui df, sînt liniar independente pe ker de. 

Presupunem, fără a restringe generalitatea, că df,: ker dọ—>R 


pentru i = 2,...,m sint liniar independente. Deoarece Y, 3$ > 0 (vezi (9)) 
îmi 
se obţine 17 >0. Într-adevăr, dacă, prin absurd X = 0, atunci din (9), 
pentru veker do, se obţine 
(24) y; ^ df, (20; 2) = 0, pentru orice veker de. 
iad 
Folosind condiţia de independenţă liniară a functionalelor df, (2$; -) 
pentru 1 €{2,...,m}, se obține Aj = 0 pentru / (2,...,m) si se contrazice 
condiţia J) Aj > 0. 
i i 


=l 
Prin urmare 47 > 0 și împărțind prin el în (9) şi (11) se obține cá pentru 
fiecare 2 e M?.! există a? e E şi p$ e E astfel ca 


m k 
(25) df, (2; 9) tà af df, (2; 2) + A BF de; (255 2) = 0 
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pentru orice z € X, 
(26) a? > 0 pentru £e(2,...,m], 
(27) 


m k M EE 
d? f, (2058). sā) + yy el de fi (095 3. EE 
i22 j=1 


Fie acum 7, +Æ 2, Ze Mil, ie{1,2}. Fie of, a? pi: si. pi: corespunzá- 
toare astfel ca (25), (26), (27) să fie îndeplinite. "Atunci, din (25) obţinem 


(28) Dy (ef — af* )do, (295 2)+ p (B — BP) dg, (zy; 2) = 0, 


pentru orice e X. 
De aici, deducem 


(29) y (a — a£) df, (£0; x) = 0 pentru orice zeker de. 
îm 2 


Mai departe, folosind condiţia de independenţă liniară a Ge 
nalelor df, (m; ; *), tE{2,. . .,m), din (29) obţinem of = or pentru ie{2,. . 
Deoarece dọ n Jj: X — R* este surjectie, din (28) se obţine si B7 Je 
pentru j e (2,.. 

Elementele 2, A £ Me~: au fost alese arbitrar gi se obține v, = fă, A, = 
pentru orice ge M: şi orice €(2,....,m), je{l,. 
Alegem 23,—1 gi “condițiile (25), (26), (2) demonstrează loud 


$ 4. CONDIŢIILE NECESARE DE EXTREMALITATE DE ORDINUL 
P (P > 2) 


În § 2 am obţinut condiţiile necesare de optim de ordin superior 
pentru două probleme de programare matematică. Acum vom da, în 
forma lor generală, condiţiile necesare de extremalitate de ordinul p(p > 2). 

Fie X, Y, Z, spatii Banach, pentru i = 0,1,...,m. Fie ©, X, 
T:X—Y şi fie’ OCH con convex deschis iar KCY con convex închis. 


Fie Z = Il Ze Q = I Qi gi D = (0,,..., Du). Fie va un element 
(6, 0; T, K) extremal de gradul zero. Fie I = {i e {0,1,...,m} :®, (a) € Q; 
gi ®, (2) € OQ). Notàm = (b, ie si D II Q,z- II Z,. Folosind. 


ier ie? 


propoziţia 1.1 deducem că a, este (D, OQ; T, KE) extremal de gradul zero. 
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Presupunem că 9,7, i = 0,1,...,m, sint continuu diferentiabile 
Fréchet de ordinul p(p > 2) în zy. Notám 


(a) Her) = {we X:d®, (x9; x) €Q, ,..., 07-10, (20; @,..., 8) EQ, 
dT (z,;a)e K,..., d?! T(z 2,...,2)€ K, pentru tel}. 
Fiecare s(-) € 0 definită prin s(s) = Ve z, unde z€H*?-! este ad- 


misă relativ la © şi T în a, (vezi definiţia 1.3). într-adevăr, dezvoltind 
după puterile lui Ve avem 


(b) 9, (% + 8 (ell = 9, (£0) + Ve dëi (2,5 9) +... + 


p 
+ Vei d»-1 0, (24,5 2,..., 2) + ed? 0, (295 2,..., 8) + 
+ 0; (e) S o; Ò; (%)+ ed ®, (952; - d. + 9i (e), 
pentru iel. 


T (£o + 8(c)) = T (zy) + Ve AT (2,52)--... + Vei d?17(2,52,. . ZIL 
(el +d? T (293. i) +o(s)< i (2) + se d?7 (20; ., €) +0 (s), 
ID OI. 


unde „Sa; este relaţia de ordine determinată de conul Q; pun n 


EIER 


x = 0, iar „< este relaţia de ordine determinată de conul K. 
Eh E 


PROPOZIȚIA 3. Fie X, Y, Z, î€e(0,1,..:, m), spatii Banach. Fie 
®,: X—Z, T: X—Y şi fie Q; CZ, con convex deschis şi KC Y con conver 


închis. Pie O = (0,,..., On), Q = JI Q; Fie a (0, Q; T, K) extremal 
-0 
de gradul zero. Presupunem că O şi T sînt continuu diferenfiabile Fréchet 


de ordinul p(p > 2) şi că dT(m;-):X—Y este surjectie. Atunci pentru 
fiecare TE H2, 1 eaistá Aj EQ7 şi Vee K- astfel ca 


(80) SAF (4®, (0; all + X (dT (29; elt = 0, pentru orice we X, 
$20 


(31) Y ID] £0, 24 (©, (m9) = 0, V (T (m) — 0, pentru toți 
4=0 
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î €(0,1,. ..,m), iar AF = 0 pentru toți $€(0,1,. . . m) M1, 
m 
(32) Y; € (d? D; (25; 2,...,27)) + v* (d? T (255 2,...,2)) > 0. 
$20 


Demonstraţie. Deoarece x este (D, Q; T, K) extremal de gradul 
zero, din corolarul 1.2 deducem cá a, este (D, O; T, K) extremal de 
gradul zero. Din lema 1.2 rezultă că v, este (0, Q;T, K) extremal de 
gradul p. Mai departe, deoarece dT7(z,;-):X—-Y este surjectie rezultă 
că sint îndeplinite condiţiile teoremei 1.3. Prin urmare, pentru fiecare 
zeH?! vor exista Met (el, v eK-astfel ca 


(30) Y, (00, (20; 2)) + v* (dT (2,5 2)) = 0 pentru orice ve X, 


iet 


(31) y, IAFL 0, AF (D; (29) = 0, (tal =0 pentru toții eZ, 


~ 


tel 


(2) D A (AP ©, (2958...) + V (A? T (2953.43) 20. 


tel 


Alegem 27 = 0 pentru î € {0,1,....,m}\Z si demonstraţia se încheie. 
PROPOZITIA 4. În aceleaşi notații ca în propoziția 3, fie x (0, Q; T, 
K) extremal de gradul zero unde K = 0;; fie şi T continuu diferen- 


A def. 
tiabile Fréchet de ordinul p(p > 2) în a. Presupunem că Y, = dT (x; X) 
este subspaţiu închis în Y. Atunci pentru fiecare zeH?; pentru care d? T (x93 
$,...,2) ed T (29; X) (=) vor exista 2 € Or si v* e Y* astfel ca 


(38) € AF (AD; (295 2) + V (AT (255 2)) = 0 pentru orice we X, 
Ze 

(34) y EI + Il VE [E36 0, X (0; (,)) = 0, pentru tofi $€(0,1,. ..,m], 
(0 


(85) — y (AP ©, (295 p- -+ 2)) + ve (P T (25 2. ..,2)) > 0. 
$=0 


Demonstraţie. Vom verifica, condiţiile teoremei 1.2. 
Deoarece z, este (0, Q; 7,0,) extremal de gradul zero atunci % este 
($, Q; T,O,) de gradul zero (vezi corolarul 1.2). 8 | 

Fie 2 € H?;! (unde K=0,) astfel ca d? T (295 @,...,%) € Yj. 
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Fie s(.)€0 dat prin s(e) = PE. gi fie 2° —(d? ©, (a, ;2,. . .,2), ie) 
ai = d T (2) Ty., 9). „Din condiţiile 4 (b) şi 4(c) avem că at. ) astfel 


aleasă este admis relativ la ®(.) şi T(.) (vezi definiţia 1.3). Condiţiile 
teoremei 1.2 fiind verificate rezultă că există X? € Or, vē e Y* astfel ca (33), 
(34) și (35) să fie îndeplinite şi demonstratia se incheie. 

_ Observajia 8. Cu notaţiile din propoziția 3, fie M?;' C H2,* dată 
prin 


Me = {x e X : dO; (20; 2) = Oz, ,...,d* 0; (295 &,...,2) = Oz, i eT, 


dT (2; 2) = ; P7 T (£0; 2,...,2) = Oy}. 


Se observă că odată cu c da avem şi (—a) € M. 

Ín condițiile propoziției 3, deoarece MC He rezultă că pentru fiecare 
z eM»! sint verificate (30), (31) şi (32). Dacă indicele p este impar, atunci 
condiţia (32) va fi îndeplinită cu semnul de egalitate în loc de inegalitate, 
pentru fiecare z e M37 

COROLARUL 3. Cu aceleași notații ca în propoziţie 3, fie Z= R D 

Q, = (te R:t < 0). Presupunem îndeplinite condiţiile propoziției 3. În 
plus presupunem Po (2) = 0, și că există æE X astfel ca dT (2,5 2) = Oys 


AD, (20; xı) EQ, pentru i el \{0} = dh. Atunci, condițiile (30), (31) 
gt (32) devin: pentru fiecare x € M2, există oF EOF $e {1,...,m}, şi 
u* e K- astfel ca 
(30) d, (£o; 2) + A af (d, (2,5 2)) + u* (AT (x; 2)) = 0, pentru orice 
$21 
gex, 
(31") séi, (%)) = 0, uë (T (2,)) = 0, pentru toți à € {1,...,m}, 
||a#|| = 0, pentru ie (1,.. MN 
(32^) 
d" Dy (2,5 2,...,2) + » ef (d^ 6, (2, ; 2,. ..,2) +u” (d? T (2952,. ..,5)) 20, 
i=l 
unde MT este dată prin 
Mi ={x E X: d’ D, (x; w,...,7) = Oz; pentru j € {1,...,p—1}, jimpar, gi 
i e IN (0), | 
d! 6, (2,5 2....,2) = Oz, pentru le (1,...,p—1), l par, și iel, 
dT (2,; 2) = Oy ,...,d?-! T (zo ep, fl = Oy} gi verifică M2,! = AECH 
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Demonstraţie. Prin ipoteză sînt îndeplinite condiţiile propoziției 3. 
Cu alte cuvinte, pentru fiecare 2 e H2, există Af e Q; gi vi e K- astfel 
ca (30), (31) si (32) să fie îndeplinite. Din definiția lui Q, rezultă că 
Ag este o constantă pozitivă (45 0). Vom arăta că 2$ 0. Fie, prin 


absurd, X = 0. Atunci din (30), pentru «=, (a, este cel dat prin 
ipoteză) obţinem 


Y; AF (AD, (29; 2) = 0. 
iei Mo) 

Mai departe, avem d®,(%; 2,) e Q; şi deducem A (d, (xo; 2,)) <0, 
pentru toti ieZ\{0}. Prin urmare, 27(d®,(2); v) = 0, pentru toti 
ie ÎM0). Deoarece Q, este o mulțime deschisă iar 47 e QF din X7 (dO, (a; 
ll = 0 se obţine A = 0 pentru toti 2e ÎN(0) (vezi teorema a.5). 

Deci X; = 0 pentru toţi del gsi se contrazice (31). Astfel, am obţinut 
Xz > 0 şi împărțind prin el în (30) şi (32) obţinem 


(33') d(x 5%) + Y, oF (dO; (2o; 2)) + ue (AT (2, ; 2))=0 pentru orice ze X, 
$21 


GA) a8(0,(2,)) = 0, ue (T (2,)) — 0, pentru toti te{1, ..., m), 
aS = 0 pentru totié e(1, ..., m) Ï, unde 7, = Ī \ {0}, 


(35°) PDT; 2, TT XK (06,2, ; 2,. . .,9)) + F(A? T(m 5 2,. . .,2)) 20, 
Gi 


M "NER N S yz 
unde zeH? $i a? = we = = 


0 


Deoarece M2.’ C H;. , condiţiile (33), (34) si (35) vor fi adevărate şi 
pentru ze M;, 

Mai departe, deoarece O si T sint continuu diferentiabile Fréchet 
de ordinul p, ele vor fi, in particular, continuu diferentiabile Fréchet de 
de ordinul j, pentru orice Leien 

Folosind propoziţia 3, pentru fiecare 1 <j < p, se obţin condiţiile 
(30), (31) şi (32) în care functionalele 7, v? pot fi diferite pentru indici j 
diferiţi, iar în condiţia (32) apar diferentialele de ordin j ale aplicaţiilor 
®, şi T. 

Apoi, făcînd un calcul asemănător celui făcut pentru ordinul p se 
arată că 252-0 pentru fiecare 1 <j < p. Împărţind prin 2% se obține 
că (33^), (34') şi (35') au loc pentru toti 1 <j < p. Mai departe deoarece 
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gett? , iar (35) se serie cu semnul de egalitate pentru indici 2<j <p 
impari, alegind z = Ox, m (33) şi (35) pentru fiecare 2 x; j < p, se e obţine 
egalitatea MI" = M; . 

Prin urmare, (33), (34 si (35) pentru. Ze M7, ` sînt tocmai (30^), (31’) 
şi (32’), iar demonstraţia se încheie. 


$ 5, OBŢINEREA SEI CONDIȚII NECESARE UNIFICATE DE EXTREMALITATE 
DE ORDINUL p (pb > 2) 


După cum s-a putut observa, informația conținută în propoziția 4. 3 
cît si cea conținută în corolarul 4.3 depind de z e H2, ' gi respectiv Ze M 
Se pune problema de a găsi condiţii prin care in propoziţia 4.3 si "in 
corolarul 4. 3 există un singur sistem de funcţionale A, v acelaşi pentru 
orice Gebäi", astfel ca (30), (31) gi (32) să fie îndeplinite. 

Cu Rune din propose 43, fie Ace, ve K- ; notăm 


E (os Ay... Amy V) (2) = » A (A®, (x; DE V(AL (x; z)). 
Pentru ie {0,1,.. amp, fie z; e Q, fixat. Definim FC (Z x pe pis 
F —(Qo..w ye(Z x ZE: X, EQ, veK^, X(05,(2,)) —0, ((T(z,)) 50 
¢e{0,1,...,m}, P ‘A, (2) =— 1, EQ... Am v) (2) = 0 pentru orice-z e X}. 
Fie M CH fixată, Pentru fiecare ze M definim J (2) CF prin 
5 (2) = {feFk: f “verifică condiţia, (32)) (vezi propoziţia 4.3). 
Cu aceste notații, a spune că există un singur sistem de funcţionale: 


Ae v același pentru orice ve M, astfel ca (30), (31) şi (32) din propoziţia, 
4.3 să fie îndeplinite revine la a spune că mulțimea A 2 (x) este nevidá. 


PROPOZITIA 5. Pie condițiile propoziției 4.3 indeplinite și fie MC 2 
fixată. Atunci, necesar şi suficient ca D p2 (x) Æ Ø este ca pentru orice FUR 
finită (2, ..., x,) CM să avem n X (2) # 9. 


Demonstraţie. Vom arăta "c P este o RE GE compactă in 

Z* x Y* cu topologia slabá* (vezi 0.17). Faptul că F este închisă în 
topologia slabă* se vede imediat din definiție. 

. Mai departe, vom arăta că F este o mulţime mărginită în normă. 


Deoarece 2, € Q, iar Q, este con convex deschis, folosind y A (za) =— 1 şi 
i20 


A,€Q;, obţinem || à; || < c, pentru 2 € (0,1, ... , m}, unde c, sînt constante. 
Folosind E(X,.. -s m) (2) = 0, pentru orice v e X, şi faptul că dT(z,; tz 


X—Y este surjectie se ‘obține || ECK IAU Hd; (25; d unde c este 
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o constantă. Astfel F este mărginită în normă si închisă în topologia 


slabá* 
Prin urmare, F este compactă în topologia slabá* (vezi teorema 3). 


Mai departe, fiecare J; (x) este închisă în topologia slabă* 

Familia de mulţimi închise 3 (x), ze M, X(2) CF, are intersecţie 
nevidă dacă şi numai dacă ea este centrată (Vezi Lema 1) si demon- 
stratia se încheie. 

Observaţie 12. Deoarece MC 2-1 a fost aleasă arbitrar, pentru 
MH ` dim propoziția 5 se obține o singură condiție necesară de ordinul 
p(p > 2) pentru orice xe Hz, , dacă sînt de piele condițiile propoziției 8. 

TEOREMA 10. Fie X, Y, Z; ie{0,1, .,m}, spații Banach, Q; CZ, 
NUM deschis și KC Y con conven închis. Fie d: X —Z, T:X>Y 
și fie 


d = (6, o ah 9 — II Qs Z = HS, 


Pie x(®, Q; T, K) extremal de gradul zero gi fie O şi T continuu dife- 
rentiabile Fréchet de ordinul p(p > 2), iar dT (2,5): X>Y surjectic. 


Pie T = {i €{0,1,..., m: ©, (a) et, (09) ¢ 39 Z — EZ, 6 = (®,, tel). 
EI 


Dacă Zit = AD (a5 5 ker dT (2,;*) este subspajiw închis în Z, iar Z x 
= RXZy, atunci există Ace, și ve K- astfel ca 


(36) y A (dð, (2,; %)) + v(àT (2, ; 2))= 0 pentru: orice v eX, 
+=0 $ 
(37) y l| AsO, 4 (D; (25)) — 0, v (T (£0)) = 0, pentru topi te {0,1,...,m}, 
i20 


(38) D X, (A? ©, (29; E,- > .,8)) + v(a? T (25 E 


pentru orice 2 e H?;!. 
Demonstraţie. "Prin ipoteză, sint îndeplinite condițiile propoziției 4.3 
şi rezultă cá sînt satisfăcute (30), (31) şi (32). 


def. 
Din (31) avem cá ë = y Il verifică c* >0 pentru fiecare 2 e Hz; 


i=0 


Împărțind prin c in (30), | (31) B (32) obţinem că pentru fiecare z € H?- 
există of e OF ,u* € K- asti 


(39) € of (40, (xo; 2) + pë (AT (20; 2) = 0, pentru orice vex, 


12240 
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m l l 
(40) Y; || cell = 1, a£ (®; (29)) = 0, u* (L(x) = 0, pentru toti i € {0,1,..,m}, 
Zerf 


(41) V, a£ (4 0, (ao; 2, ..., 2)) + pă (GPL (a; 2 ,..., 2) 30 


$70 


Vom arăta că functionalele af, u” z din (39) —(41) nu depind de zeHg 
'Din (39) si (40) obținem 


(42) X af (d Q, (zo ; all = 0 pentru orice ze ker dT (a ;.), 
tel 


(48) Y il ll =1. 


Deoarece Z = E x Z, rezultă că à* = (af, ie I) se descompune în & = 
(%3, &2), unde Aë e R, "a e Zi . Din (42) si (43) obținem 42 = 1, & = 0. 
Mai departe, fie 2, Dä e H? alese arbitrar. Din (39), folosind structura a lui 
& obţinem (up — př?) (ar (£o; ll = 0 pentru orice xe X. 
Deoarece dT (x; .) : X—Y este surjectie, din (44) obţinem up = p^. Prin 
urmare, există, un sistem unic de funcţionale (a,..., Gell care nu de- 
pinde de z € A2;!, astfel ca (39), (40) și (41) să fie îndeplinite pentru orice 
z e Hy! gi demonstraţia se încheie. 


$6, DEMONSTRAREA TEOREMELOR 1.1, 1.2, 1.4 ȘI A LEMEI 1.2 


La început vom demonstra o lemă privind rezolvarea unor ecuaţii în 
spaţii Banach. 
Lema 3. Fie X, Y două spaţii Banach L: X —Y «un operator liniar, 
Seen şi surjectiv. Fie VOX o sferă închisă cu centrul în origine gi fie 
: (0,1) x V+Y astfel ca 
(a) lim lly (e, e) || = 0, uniform in eeh, 


(b) inte 2") — ais, 2) || Kale) || x —2'|| pentru orice a’, x” EV, 
unde Hi a (s) = 0. R | 


Atunci por € € (0,1) astfel ca pentru We e e (0,2) există 5 (€ ) € (0,e) și 
ec V, ee(0, Seil, care verifică ecuaţia 
L (zm) = n (€, %) = Oy, e €(0, è (e)). 
Demonstraţie. Vom urma aceeaşi metodă ca în teorema lui Liusternik 
(vezi [5], pag. 232 —239). Fie £ spaţiul Banach eit X/yert ) unde a = 
= (a +l: leker L} sillzl = = inf { |||]: hea}. 
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Fie L XY definit prin L(a) = L (2), wen. 
Deoarece L este surjectivá atunci L este injectivá si surjectivá. Din 


teorema 2. 2 rezultă cá L admite un invers continuu. Fie p, y e (0,1) fixate 
şi fie VC dată prin ipoteză. Deoarece L este surjectivă si V este o sferă 
cu centrul în origine din teorema a. 1 avem că există UC Y sferă închisă 


cu centrul in origine astfel ca U c L (V). Prin ipoteză va exista ze (0,1) 
astfel ca pentru fiecare c€(0,é) să avem 
(44) «(e) (1 + y) || La ll < p< si n (e, x) EU pentru orice vey. 
Fie ze(0,č) fixat gi fie 9 (c) e (0, z) astfel ca y (s, ee U pentru 
orice xe eV şi orice se (0,8 (€)). 
Fie se (0, 5 (£)) fixat arbitrar; fie 7, = 0z €c V gi y,ccU definit prin 


yi = — n (2, a). Din definiţia lui Ê şi din € Dt (V) rezultă că există 
Pie V astfel ca 


(45) L-1(y,) = *, (n = Ê (00), undeg, = — n (e, zu). 


Deoarece Wal = int (lh :h e I V, hen) obţinem că există a eu 


VE A V astfel ca 


(46) L (x) = y» lta — all = Hos I <(1 + vell. 
“Mai departe, fie gege e U definit prin y, = —m(e, 2). 
Va exista v, e 3 V astfel ca Ve = Telé) Deoarece || %—?, || = 
= inf {|| — gell: heva} rezultă că există 43 ev, astfel ca 
(47) L (a5) = yo gi || vy — ell SUL = (1 + 0 Z71(9s—9)l- 
Mai departe, folosind (44) si (46), din ipoteza (b) avem 
(48) Ilya — yll & lin (e 23 — n (e %) Il Se (e)l — mM <ellyll- 
Din (47) gi (48) obţinem lee ale) (1--y) IEI lLzs Il ell ell 


(vezi 44) si de aici le = ll + 23 — vall «(1 + e) l| ll <2 |] ell ; 
adică v,ecV. 
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Continuind in acest mod, se definesc două şiruri (y, ex C EU, {2n} «ex C 
CV astfel ca 


(49) L(2,.4) — Va 9 Ynti = — N (E; 2,41) 
(50) Ilas — ys lle" all, Îl Zaza — Za ll S (E + y) I] Zr lys —Yo-all » 
I Zaza] SS (1 + p e? +... Hell < 2I xl] . 


Deoarece p<1, din (50) avem că {y,}nen şi (4,)nex sint şiruri Cauchy si 
vor exista ef si y,eY astfel ca lim x, = Xy lim y, = Ye Deoarece zU 
şi c V sînt închise se obține ct «c, € V, y, € e U. Prin urmare, folosind 
(49) avem că există we e V şi y,cY astfel ca 


(51) L (24) = Yes Ye = — N (E, %) 


şi demonstraţia se încheie. 

Demonstrația teoremei 1.1 Fie s(.) e 0 admisă relativ la® şi T în 2 = 
= A Fie 2 eZ şi y'e Y astfel ca O (x, + 8 (c)) SÒ (2) + ez + 0,(c) gi 
T (x, + 8(e))< T(x.) + ey’ + os (e) 

Fie SCR x X dată prin 
Si = ((7,v)eR xX X: 7>0, ty - dT(z,;a)e K — T (zy). 

Deoarece K este con convex, iar dT (x, ;.) este liniară obţinem că pentru 
orice x€[0,1] şi (Ti, 2), (ra V2) € S' avem Af +AT (z,; v,)€(K—T(z,)), 
unde (Tas 2.4) — & (Ti 2) T (1 —a) (Tas 93) ; 
deci S* este convexă. = 

Fie A'CZ dată prin A’ = ((«2' +h (2) — o): (7,2)e8', w EQ} si 
fie BCZ mulţimea convexă gi deschisă dată prin B = (o — O (2); weQ}. 

Vom arăta că A’ este convexă. Fie a,, a, € A* si a € [0,1]. 

Vor exista (ti 2;) € S' şi o,€Q,, i = 1,2, astfel ca să avem 


(52) i «0, + (1 —«) aa = (at, + (1 — «)v3) 2' + ah (2) + 
+ (1 — a) h(z,)—(«€, + (1 — a) e). 
Prin ipoteză h este subliniară şi folosind (52) avem | 
(53) & 04 + (1 — a) aa = TaZ +h (2) — e, — e, unde «,— 
= at, t(1— al re 


E, = a £, + (1 — a) ës o, = ao, + (1 —a) e, € Q si o € Q. 
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Deoarece (+, , 2) e 8’, i = 1,2, avem (Tayla) e ai (53) 

arată cá A* este convexă. 

Acum vom verifica A* ( B = Ø. 

Fie, prin absurd, A'N B#@ si fie z €A'() B; vor exista (7, 2) € 8', ae 
şi EQ astfel ca 

(54) zs + h(2)—0=2 -—o-—90(, 

(55) 7 y' +AT (2,5; 2) e (K — T) (29) , * 0. 

Deoarece h este pozitiv omogenă, împărțind prin + (7 >0) în (54) gi (55) 
rezultă 


(54^) 2 + h(&) = a, — — =o (2,), unde 2, = 


„ja 


(55°) y + AT (a; Z7) =k iem T (a,), undekeK. 
= | 


Mai departe, cu ajutorul condiţiilor (54’) si (55’) vom arăta că se 
obţine o contradicţie cu proprietatea, de extremalitate a lui c. 

Deoarece Q este deschisă şi h este continuă, folosind (54 ) avem că 
există V, d o sferă închisă cu centrul în v = zy astfel ca fie îndeplinită 


(56) ai tz — lo (*,) +h (2) S lu, pentru orice zeV, (2,).. 
Pe de altă parte, ® este subliniar diferenţiabilă in z, şi avem 
(57) (x, +8(e)+ es) s O (2,4-8(«)) + ch(x) + o, (e, 2), pentru vey, (2,) 
unde lim L26 22 


£30 — € 
Deoarece s(.) e © este admisă avem 


= 0, uniform relativ la z EV, (2,). 


(58) © (2, + 8) (9) Sola) + eg + du (e), unde tim IS OIL = 3 
Folosind (56) si (58) avem O (z, + 8 (e) «( 1 — =e (2) — e h (e) + 
4 PES + 0a(e) şi fotoaind (57) obtinem | 

(59) © (a, (9 + em (1 o oo +a, +9 (e a), unde 


€; € Q, o (e, 2) = 0, (5,2) + 0s (s, «). 
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Prin urmare va exista ee (0,1) suficient de mic astfel ca 


E use. ©, , ole, v) 
(60) © (0, + «(9 ie 9 ( 1 jo (a) ER ) e9, 


pentru orice se(0, sı) şi orice v EV, (24). 


Pe de altă parte, T :X—>Y fiind continuu diferentiabilá Fréchet 
în 49, din lema 1.1 rezultă cá avem 


(61) T (az, + 8(c) + £ æ) = T (x, +8 (c)) + dT (2,5; a) + 
+ 0. (£, &), pentru eeh, (7), 


unde lim 


tatge 0 uniform relativ la ze V (z). 
£0 € 
Deoarece 8(.) este admisă avem 


lo 


€ 


(62) T (x. +8 (e) $ T (a) + c y* + 0, (£), unde lim 


ar ,,«" este relație de ordine din Y determinată de conul convex închis K. 

Inmultind eu e în (55’), din (55^) si (62) obţinem 

69 T(»-9()s(1— E) Tle) + ok aT (a5 2) + osto) 

Mai departe, din (61) gi (63) avem 

(64) T (2, + 8 (e) + ex) sS 1 — =) T (2) + ck+s dT (2, 2—2,) + 
T 


+ o (s, 2), 
pentru z € V (2,), unde e K, o (e, 2) = 0, (e, 2) + og (e, 2). 
Deoarece T este continuu diferențiabilă în v, din (61) rezultă 


, e c d x : 
(65) Hote e ts emm « (c) || "e—2' || pentruoricea",z" € Eë 


unde lim « (s) = 0. 
ke) 
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Din (64) si (65) rezultă 
(66) T (a, +8 (c) + e (3, +) «(1 = =) T(z) + 
| K T 


+ eck+e (QT (z,5 2) + 4 (s, ail, 


pentru zeV, unde V este sfera închisă cu centru în origine V = V, (24) — Z, 


OUR) » verifică 
E 


lar y: (0,1) x V>Y, 9 (£, 2) = 
(67) lim || n (e, ©) || = 0 uniform relativ la eeh 
Emp 


(68) || 4 (s, 2") — n (s, 2) || < «(s) || z"—2a'|| pentru orice oi, »"eV 


unde lim & (e) = 0. 


ics I. ) = dT (2, ;.). D604tesó ar ge Jr X-—Y este statie, 
folosind:(67) si (68), din lema 3, rezultă cá există če (0,1) astfel ca pentru 
fiecare c e (0,2) există v, e V astfel ca d T(z, ; z,) +. (e, £e) = or. 
Prin urmare, din (60) si (66), pentru č& = min (¢,, €) avem 


(69) 0 (a, +8 (e) + e (a d- 2) € Q, T (a, +8 (s) + e (% +2) < 

« (: - E) T (a + ck, 

TT ; 
pentru ce (0,5), unde KEK. | 
Deoarece T (z,) e K, pentru c suficient de mio rezaltă (1 — ij T (x) e K. 
T 

Deoarece K este convex, folosind (69), pentru c suficient de mic obţinem 
(70) O (x. + 8(e) + £(2; + %)) € Q, T (x. Let + e (31+ 2.)) EK. 
Deoarece s(.) e € (lim 8 (e) = 0), din (70) se obţine contradictia cu proprie- 
tatea de extremalitate a lui z,. 


Prin urmare, avem A*(1B = 9. 
Deoarece A’ si B sînt mulțimi convexe in Z iar B este deschisă din teorema 


a. 4 rezultă că există We Z* gic’ e R astfel ca 
(71) X (a) > c > X (b) pentru orice a e £’ sib e B 
(27) A £O. 
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Deoarece O,€A'(|B avem d = 0. 
Folosind definițiile lui A* si B avem 


(73) « X (2) + X (h (z)) — X (e) > 0 pentru orice o € Q, (7, £) € S', 
(74) X (o —0 (2,)) <0 pentru orice ocQ. 


Pentru + = 0, 2 = 0,din (73) avem. Mei”. Mai departe, din (74) se obţine: 
A(O (2,)) = 0 si deoarece O (z,) e Q conchidem 


(75) A (6 (z,)) = 0, X eQ7. 
Definim 9: E x X-—R prin 

(76) ela) = «X (2) + X (h (a). 
Pentru o = 0; condiţia (73) devine 

(77) 9 (7, 2) > 0 pentru orice (+, æ) es. 


Deoarece h este subliniară şi Ai e Q7 obtinem - că este subliniar&.. 
Mai departe, fie H,, Ha C E x Y mulţimi convexe date prin 
H, ={ (+, ©) +e, dT (2,5; 2) + ty’) sweX, «20, ce >0}, 
H, = {(0, k — T (x.)) :k EK}. 
Vom arăta că H, are interiorul nevid. ` 
Fie UCY o sferă deschisă cu centrul în origine. l 
Deoarece dT (x.;.):X—>Y este surjectie din teorema 1 va exista. 


VCĂ vecinătate mărginită astfel ca dT (z,; V) + ty’ = U, unde 7>0 
este fixat. Pe de altă parte, deoarece g este continuă rezultă că sup 


| vm x)| = M «oco. Atunci (M,co) x UCA" deoarece pentru fiecare (r; y $i 
e (M, oo) x U există eeh astfel ca - 


dT (2,5; x) + ty’ =y si p(T, 2) —r = — e, unde e 0. 


Mai departe vom arăta cá H, 1) H, este vidă. 
MUN dacă, prin absurd, există weH, (1H, atunci vor exista. 


T >0, c0 gi T. eX asttel ca p(T, ©). = ze Sec, 
ar (2,5 &) E: "y'e(K — T T (3, 8 3) e 8%) contrazicind condiţia, (TT). 
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Prin urmare, H NH: = Ø si H,, H, îndeplinesc condiţiile de separare 
printr-o funcţională liniară nenulá(vezi teorema a. 4). Deoarece OcH,NH,, 
din teorema de separare a mulțimilor convexe rezultă că există vier? 
şi «' e R astfel ca 


(78) eis, 2) + we +p (dT (2,5; v) + cy’) 20 pentru orice eX, 
(79) u' (k — T (v,)) < 0, pentru orice k e K. 


Alegind x —0 şi t = 0 în (78) obținem «^20. Dacă presupunem «* = 0, 
atunci din (78) pentru + = 0 se obține vi = 0 si se contrazice (80). 
Prin urmare, oi >0 si împărțind prin «’ in (78) şi (79), pentru e = 0 obţinem 
(81) e (7, a) + v(dT(z,;2)--79') Z0 pentru orice zeX, «20, 
unde v’ = SCH 
(82) vd (ie v "(T (z,)) pentru orice keK. 
Din (82), deoarece K este con SE avemv (k) < 0 pentru orice kek 
Şi din T (2) e K avem 
(83) ve K^, v (T (z)) = 
Din (75), (76), (81) şi (83), Se + = 0, rezultă condiţiile (a) şi (b) din 
teoremă. 
Alegind v = 0, din (81) se obţine condiţia, (c). 
Pentru a obţine condiţia (a’) se defineste u' e X* prin p’ (2) = 
(AT (v, ; 2)). Din (81), pentru + = 0, obţinem p(s) zX'(^ (ei pentru ori ones 
eet, şi demonstraţia se încheie. 
Demonstrația teoremei 1.2. Prin ipoteză dT (x,; X) = Y, este sub- 
spaţiu închis în Y. Vom distinge două cazuri. 
I) Y, = Y. Prin ipoteză a, este (D, Q ; T O,) extremal de gradul zero gi 
teorema este un caz particular al teoremei 1.1 in care alegem K = {Oy} 
II) Y CY, X,+ Y. Prin ipoteză Y, este închis. Fie geg şi goë Yı. Folosind 
corolarul 1 se obţine cá există ve Y* si c ER astfel ca 
(84) v (y) Se<v (yg) pentru orice yeY;, 
(85) || vil 20. 
Deoarece Y, este subspatiu liniar, din (84) se obtine 
(84') v(y) = 0 pentru orice et, 
Mai departe, pentru orice s(.) e 0 admisă relativ la O şi T in s = ou 
proprietatea y' e Y, vom avea 
(86) v (y’) = 0. 
Deoarece d T (x, 3.) :X — Y, din (84^ avem 
(87) v (dT (a, ; 2)) = 0 pentru orice vex. 
Condiţiile (85), (86) şi (37) reprezintă concluziile teoremei in cazul parti- 
cular în care A = 
Demonstrarea teoremei 1.4. Fie bpeB, 2% e Q^» fixate. Prin ipoteză 
(vezi condiţia (8)) avem Yi = YP xx R™ gi orice ve(F%)* se va descompune 
n. v=(v%), unde wec(Yj»*, «e E"». Definim Z^ C (Zx Y^) prin 
= {(A,v) &F^ "Joel — A (2%) = 1, unde v = (éi, 
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Vom arăta că X% este compactă in topologia slabă * (vezi 0.17). Pentru 
aceasta este suficient a arăta cá 52% este o mulțime mărginită în normă gi 
închisă în topologia slabă* (vezi teorema a. 3). Fie (A, v) ebe, 
Prin definiţie avem? e (Q^)-, iar Q^ este deschis. De aici sau A=0, 
sau Mel < 0 pantru fiecare we Q^. 
Dacă (à, v) e F^» gi AO atunci va exista o sferă cu centrul in 
origine V C Z^ astfel ca 


0x — A(z +2) <2 pentru orice ze. 
Mai departe, folosind |«| — 2(2*) = 1, avem 
—1 < Mail < Aale 2 + Az’) <2 pentru orice ze V. 


Prin urmare, pantru orice (A, vy) € Zè avem |A(2)| < 2 oricare ar fi zx; V. 
Prin urmare există o constantă oe E astfel ca - (88) IA «o pentru 
orice (A, v) e F^, 

Mai departe, din (A, y) e F^, avem 


(89) jæ] <1 + Uli <1 + ell || = e, unde v = (v, al, 
Prin ipoteză (vezi (¢,)) pentru fiecare (à, v) e P» avem 
(90) AL (2)) — «(L^(z)) = 0 pentru orice ze X^, 
unde v = (v, a), E€ (Y®è)*, Ye = Ye x R"», iar 
L^: X^ -> Y^ este surjectie. 

Deoarece L^ este surjectie atunci I5: Xb» Ye este injecție sisur- 
jectie, unde D (2) = L^ (ol, iar X^» este spațiul cit A? fke rn, Din teo- 
rema 2 avem că Z^ PI un invers eontinuu (Z^ Vi: Y» 5 Xr, 

Notăm p(w) = a (Lb (4) gi din (90), avem 
(91) wäi = — u (În) (9)). . 

Mai departe, folosind definiţia lui u şi (88) avem 
(92) la lslln Der HEU Xe (o) oll Zell au = a. 


Condiţiile (88), (89) şi (92) exprimă mărginirea în normă a lui X^. Deoarece: 
F* este definită prin nişte condiţii exprimate punctual avem că 
F este închisă în topologia slabă *. Pentru a arăta că Xè este închisă, fie 
(AY, vier, un sir generalizat de elemente din X^ gi (39, v)eF astfel ca lim 


Miel —2*(2), lim vY (y) = = v? (y), pentru orice z € Z^ gi orice y et, Deoaroce 


v! =(v],a"), undevy e( Y})* gia” e R™%,, din (89) rezultă |«* | <c, pentru orice. 

YET gi prin urmare, există un subșir (at) er al lui (eier care să conveargă 

în normă către a0, "unde if, ef, Mai departe, avem lim |a*| = | a0| si 
TE 

din definitia lui Z^ se obține 1 = lim (— X (2)4- Jal) = — M (2%) + [a9 | 5, 


deci, (39, 9) eX’. În cele ce dintate vom arăta că pentru fiecare bz b, 
mulţimea F’ E CF este închisă in topologia slabá* a lui (Z*ex Y%)*,.. 
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unde prin Pin X%se înţelege mulţimea functionalelor (A, v) €F* restrictio- 
nată la spaţiul (Z^ x Y^). Fie b>b, fixat. Fie (àY ,vY Let, un sir generalizat; 
:din Bir Z^care converge in topologia slabă* către (39,9) e F^, Vom arăta cá 
există (X, v) e bt astfel ca restrictia lui (X, v) la spaţiul (Z’% x Y coincide 
eu (29, v°). Fie e Q^ fixat şi fie (A*, v) F^, yeT astfel ca A fzr =), Va = vi, 
Fie c,>0, y eT, definite prin c,— |a'—À' (2), unde vi = (vf, aile (¥ x 


Ge Y us Y Ad Se 
X R™ y*, Fie N= =, gl zs = . Avem|af | —A(2) = 1, y eT. Intocmai ca 
Y Y EET 
: Y Y 
mai înainte se obţine cá mulţimea E =) y eT. este mărginită în nor- 
Y 
mă și deci este o mulțime compactă in F^, 
Vom arăta că numerele ge "el, sint superior mărginite. _ 


Y Ww 

Fie, prin absurd, I" CT' astfel ca lim c, = + co gi lim E ; = ) = 
eI” 

(35, 39), unde (7°, V°) e P^. i aia 

Prin ipoteza (39/7*» ,v0/ pi, ) eF*», dar din definiţia lui Z*^»avem 9/79» —0, vÉl e —0, 


contrazicînd definiția lui 7^. Prin urmare, (c,)yer este mărginit superior 
Şi avem că există c, >0 astfel ca 


(93) et = [a*|— X (2) < c pentru orice y €T. 
Deoarece 3* (L5 (2)) +X" (L^ (2))= 0 pentru orice zeX (vezi definiţia lui 
F*) folosind (93) obţinem că există o constantă c independentă de y €T 
astfel.ca sá. avem 
(94) || XI + Il WI < e, pentru y eT. 
Din (94), avem că (XY, VY), y ET, este compact in (Z^x Y")* cu topologia 
slabă* (vezi teorema 2.3), gi va exista (3, v)e F’ gi IYCT astfel ca (x, v) = 
lim (X',v*). De aici, deoarece (V"/z50, v | ^») — (2, gi y eI’, unde lim (AY, vY) — 
(= , 


T 
ps (3999), obținem (3/z25,V/55)— (29, v9) si demonstraţia că F’'N Eè» este 
închisă pentru orice b> bg, se încheie. 
Mat departe, prin ipoteză avem Fe: (Po CFPPh pentru orice bb, «b, și 
‘prin urmare, PX CP 2%. | 
În felul acesta se obține o familie descrescătoare de mulţimi închise 
_F’ N Zh, b>bo, cuprinse în mulțimea compactă X^. Din lema a. 1 avem că 
mulţimea H» = N (Lin 20%) este nevidá. 


2% 

„Fie acum (55^, viele H şi fie b, >b, fixat. Definim H^ C F’, beB, b> bo, prin 
P= LOS v) e bi: (Azdoy V/yte) = (27%, v^). 
alae H’, bb, beB, au aceleaşi proprietăţi ca şi mulțimile P, b>dp, 
beB. 

Acum, fie b, > bo, zhieQ?: fixate astfel că mulţimea T% = ( (A, viet: 

| «| — u (25) = 1, unde v = (v,, «)) este nevidá. 

Mai departe, ca și în cazul lui Z^ se arată cá T^ C (Zhx Y^)* este 

«compactă in topologia slabá* şi că Hin T^1, b>b,, be B este o familie descres- 
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cătoare de mulţimi compacte pentru care D H* (| T^: este nevidá. Fie 
(x^5, v) e N Bin T^, fie 5,2 b,, b, c B fixat gi continuăm ca mai sus. În acest 
bb, 

felse obţine un lant (3*5, v) eF*i astfel ca (lan V | yo) (39,9) dacă bz b,. 

Pentru fiecare b,« bb, definim (3 V) = (Di, Sp) gi pentru b < b, 

definim (3°, 3?) = (Ș*/p, Yes), unde (he, v^) e H^ este cel ales mai sus. 
Astfel obţinem un lant (3^, 3”), b e B, netrivial şi demonstraţia, teore- 

mei se încheie 


Demonstrația lemei 1.2. Prin ipoteză x, este (0, Q; T, K) extremal de 
gradul zero; adică O(z,) eg, T (#,) e K şi există o vecinătate V a lui v, 
astfel ca mulțimea (zeV : 6 (x) e Q, T(x) eK) să fie vidă. Demonstrația o 
vom face prin absurd. Presupunem că v, nu este (D, 9; T, K) extremal de 
gradul p(p>1). | 

Va exista z*eH7-! astfel ca pentru fiecare vecinătate V a lui Ox să 
existe x eV cu proprietăţile 


(95) 9 (2) +40 (a, ; 2%) + = d? 0 (2,5 25. ..,2*) cQși 
(96) T (x) + AT (2,; 2%) + zi d? T (v,5 2*,..., Z*) EK. 


Fie V* şi z* eV* fixate astfel ca (95) si (96) să fie îndeplinite, V* 
fiind o sferă închisă cu centrul in origine. Deoarece ® și T sint continuu 
P 


diferentiabile Fréchet de ordinul p(p>1), din lema 1.1 pentru s (e)=Ve z* 
avem 


(97) ie, + 8 (s) + e (2*4- 2)) = O(a, tale) + c (AD (z, 5 ai + 
dD (z,; 2)) + 0, (s, a), 


(98) T (a,--s (s)--e (9*--2)) — T(,--9(s))-- «(à (a, ; ent + d Ta; ail + 


+ o, (£, x), unde lim kole, mr = 0,4 = 1,2, uniform in eeh? 
Ek A4 


(99) llo; (2,2) — o; (e, 2”)|| Cea; (s) || £” —a’||, pentru orice 2', x” eV*, 
£0 
Mai departe, avem 


(100) © (x, + 8 (e) = © (a,)+ Ve do (2, 2*) +... + Zei 
z*,..., 2*) + 0 (€), 
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(101) T (z, + 8 (£)) = T (z,)4- Ve aT (a; 2*)+ — 1 ye d?7 (a, z*, 2*)4- 


t+ - aT (2,5 ; «2 £7) + oale); unde. lim [P Hee 1 — = 0, i = 1,2. 
Se g* nt din (100) gi (101) dbünam 
(102) O (z, + 8 (£)) e * Ò (2,) + do 2, 5E*,. at 2*) + 0, (s), 


(103) T (z, + e (2) < T (z) +— aT (z, i 2* ,..., 2%) + os (8), 
unde lim || o, (s) || = 0,2 = 1,2, iar, o" ,,<,”’ sînt relațiile de ordine 
e0 0 


£ 
determinate de Q şi respectiv K. 
Acum, din (97) gi (102) şi din (98), (101) obţinem cá 
> 


(104) 0 (z,-- Ve z* + c (z* La X 9 (z) + e (d (a, je ; (2; 


p*, "un z *)) +e (d © (2,5; 2) + 34 (e, 2), 


(105) Ziel Vize + e (z* + a) ST (2) -« (AT (2, ei + zi APT (2,; 


Be. m .,2*)) + e (aT CR æ) + "a (e, a), unde a (s, a) = 0, (s, 2t 0; (s) 


verificá 
(106) lim ll 3 (e, 2) || = 0, uniform in zeV*, 
(107) " na (e, 2) —1 (e,27) | <a; (e) || «"— el, pentru orice a’, e e 
eV*, unde lim a; (£) —0, i =1,2 
Acum, Folosind (95) şi (96), din (104) si (105) obținem 
p : 
(108) Ð (x, +V € z* +e (a* +2)) « (1—«) 0 (z)-- c (oF +dO 
a 
(2,5 2) + m (e, ell, pentru orice zeV*, unde w*cQ este fixat, 
p 


(109) T (a, +Vez* + e(a* + 2) el T(z) Fe +e (AT (2; 

x) + a (e, #)) pentru orice zeV*, unde k*eK este fixat, iar m, n, verifică 

(106) și (107). Mai departe, deoarece Q este deschisă şi stet), rezultá cá va 

exista o vecinătate U a originii in Z astfel ca w* + UCO, iar deoarece 

nı verifică (106) obţinem că există VCV* sferă închisă cu centrul în origine 

şi Sue (0,1) astfel ca d® (a, ; 2)-+na(e,z) EU pentru orice (e, 2) e(0, &) x V. 
Astfel, (108) şi (109) devin 


(110) O (c, + Ve Sr + ¢(a* + 2) < (1 — ce) ® (x3) + sw, pentru orice 
eeh, c€(0,&), unde o* et, 
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(111) T (z, jy. ae + e(a* +2)< tau nl a hale ai a 


£ )-4- ma (e, v)), pentru orice x EF, e e (0, €,), unde E* e K. 

Acum, deoarece ge verifică (106) si (107), iar d T (2, ;.) : X— Y este surjec- 
tie, alegind L = dT (z,; D rezultá cá sint îndeplinite condiţiile lemei 3. 
Prin urmare, va exista č, € (0, č) astfel ca pentru fiecare e e (0, č) există 
x, e V care verifică ecuaţia dT (er el + ne (e, 2.) = Oy. Mai departe 
din (110) şi (111) pentru z = ~, avem 


(112) ® (a, + Yea e (x * tas < (1 — e) (a) + e o* € Q, 


(113) T (v, + TEL + e (a* + 2) (1 — e) T(z) + eke K 
pentru orice e e (0,5), unde € = min (&, Sal, 
Deoarece lim 8 (s) = 0, unde s (£) = VE er + c (2* Lal din (112) 


şi (113) se obţine e că pentru orice vecinătate V a lui v, în X există e e (0, č) 
astfel ca x, +8(c)EV si Gin +8(c)) EQ, T (a, T 8(c)) e K. Astfel, 
presupunind cá v, nu este (0, Q; T, K) extremal de gradul p (vezi (95) si 
(96)) am obținut că æ, nu este (0, 9; T, K) extremal de gradul zero si 
demonstraţia se încheie. 


$ 7. COMENTARII BIBLIOGRAFICE 


Paragrafele 1, 4 şi 5 sînt scrise după lucrarea [6, c]. 

Condiţii necesare de extremalitate, de ordinul întăi, în ipoteze mai 
largi decît cele din $1 sînt date de L. W. Neustadt în [2, b]. 

Un studiu profund asupra problemei de optimum-Pareto (problema 
P4) este făcut de S. Smale în [13]'". 


(*) Dacă în problema P, (vezi § 2) în loc de restricţiile o, (x)—0, ie(1,...,k) avem con- 
ditia ze M, unde M este o varietate finit dimensională, atunci în vecinătatea elementului optimal 
£g varietatea este descrisă prin nişte egalitati Ch (x) = 0, ie (1,..., k), zeV, unde V este o 
vecinătate pentru x. Planul tangent: Tz, M la varietate în x este dat de spatiulliniar (ze RP: 


< oe 73, Deh z>=0, ie(1,...,k')).Cu aceste precizări, condiţiile necesare de ordinul doi pentru 


Ell mi Qo (x) sint (vezi Pj): 


(c) < A (aah z> + Y «x zei (xg) z> = 0, pentru orice ze R”; 
$21 


02 : 
(Ca) < a) @,z>+ X e < <2 (29) T, Z > 20 pentru ZE Tz, M, unde % eR 
ie {t,... k} | 
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Conditii necesare de optimalitate, de ordinul intii in ipoteze foarte 
„generale se găsesc in [1, b], [2, a, e], [3, b, d, e], [4, b] si [6, a, el. Un 
studiu detaliat al condiţiilor necesare de optimalitate, de ordinul întii, pen- 
tru probleme de programare matematică se găseşte în [14]. 

Condiţii necesare de optimum, de ordinul al doilea, într-o formă 
abstractă, sînt date în [3, b] iar în [3, c] sînt formulate condiţiile necesare 
da: ordinul al doilea pentru o problemă, de optimum cu restricţii functio- 

e, 


Pentru ca (c;) si (ce) să fie independentă de reprezentarea varietăţii în zo atunci din e 
şi (ca) alegind x ud e R” astfel ca N 


(e) < 228 (E) (2) > +. «P eyz z => E | 


obtinem 


(e) < ^m (zo), 2 > = 0, pentru orice TET, M, 


(cy) ut ale TR "uS z(3 > + < 99 a 9 (x), 0 


pentru orice z e Ta M, unde x (x) verifică (ca). 


Folosind Ps, la fel se procedează și în cazul problemei de optimum Pareto dată pe o varie- 
tate (vezi $2). 


CAPITOLUL | 


CONDIŢII NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA 
PENTRU PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL 
CU RESTRICŢII FUNCȚIONALE 


În acest capitol vom da condiţiile necesare de ordinul al doilea pentru 
probleme de control optimal cu condiţii finale atit în cazul în care domeniul 
comenzii este o mulțime închisă cit si în cazul în care domeniul comenzii 
este o mulţime deschisă sau convexă. 

În condiţiile necesare de ordinul al doilea, alături de condiţia de or- 
dinul al doilea propriu zisă, este prezentă și condiţia necesară de ordinul 
întâi ; condiţia necesară de ordinul întîi se formulează sub o formă echiva- 
lentă cu principiul maximului lui Pontriaghin. În cazul în care domeniul . 
comenzii este o mulţime arbitrară, condiţia necesară de ordinul doi se for- 
mulează pe o mulţime pentru care principiul maximului sub forma globală 
este nesemnificativ. Dacă domeniul comenzii este o mulţime deschisă sau 
convexă atunci condiția necesară de ordinul doi se formulează pe o mulţime 
pe care principiul maximului sub forma locală este nesemnificativ. 

Condiţii necesare de ordinul al doilea pentru probleme de control 
optimal cu condiţii finale, în care domeniul comenzii este întreg spaţiul 
Jr, sînt date în [4, a]. În cazul în care problema de control optimal nu are 
condiţii finale, dar în care domeniul comenzii este o mulțime închisă în R”, 
condiţiile necesare de ordinul doi sînt date în [9]. | 

Prezenţa in problema de control optimal, a condiţiilor finale, dá nag- 
tere la unele dificultăţi în obținerea condiţiilor necesare de ordinul doi care 
pot fi exprimate prin aceea că rezultatele depind de variaţia folosită. În 
cazul în care condiţiile finale nu sînt prezente atunci rezultatul pe care-l 
dăm este același cu cel dat în [9], iar în cazul în care domeniul comenzii este 
o mulţime deschisă rezultatul este cel dat în [4, a]. 


$ 1. PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL CU RESTRICŢII FUNCŢIONALE 
O problemă de control optimal obişnuită este cea în care se cere minimiza- 


rea (sau maximizarea) unei funcţionale J: AC (to, t1; RI bs Dax 4; 
R’) > E pe mulţimea perechilor (z (.), v (.)) de funcţii care verifică con- 
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ditiile finale o, (x (4)) < 0, pentru 2 e(— m,..., —1}, o, (x (4)) = 0, pentru 
i e (1,..., k}, gi sistemul de ecuaţii diferenţiale F =f (t, x(t), u(t)) 


a. p.t pe [t), 4,] cu condiţia initial’ æ (to) = 2, unde J, ge, f indeplinese 
anumite proprietăți de regularitate, iar 2, € E" este fixat. 

Alături de restricțiile date mai sus, în problema de control optimal 
este prezentă si condiția u (t) € U (t) a.p.t în te [t,t], unde U (t) C E' sint 
nişte mulțimi date. Parametrul oe R” este numit parametrul de comandă, 
a e R” este numit parametrul de stare, iar t e [tp t] este numit parametrul de 
timp. Fiecare v (.)€Lo(to, tı; E") se numește comandă, iar 2(.) € AC (ty t3 
R”) soluție a sistemului de ecuații diferențiale corespunzătoare unei co- 
menzi date se numește traiectorie. Mulțimea U (t) se numeşte domeniul 
comenzii. O comandă « (.) care verifică «(t) e U (t) a.p.t. pe [to, bn] se nu- 
meşte admisă. O pereche (z(.),v(-)) € AC (to 43 BR") X Deo (to t5 E") 
care verifică toate condițiile impuse în problemă se numeşte admisă. Ast- 
fel, problema de control optimal constă în minimizarea (maximizarea) 
functionalei J pe mulțimea perechilor admise. O soluție a problemei de 
control optimal se numește pereche optimalá. Problema formulată mai sus 
constituie doar un exemplu de problemă de control optimal cu restricţii 
funcționale; restricţiile funcționale în exemplul nostru sînt formulate 
prin condiţiile finale și prin æ (tọ) = 2. Condiţiile finale prezentate sînt 
atît de tip egalitate (9, (x (î.)) = 0, ¢ = 1,...k) cât gi de tip inegalitate 
(9; (£ (4)) <0, 4 = —m,...—1). Un exemplu mai general de problemă de 
control optimal cu restricţii funcţionale îl constituie următoarea : să se 
minimizeze (maximizeze) functionala J : AC (ts, t, ; E") X Lo (toh; RE) — E 
pe mulţimea, perechilor (æ (.), u (.)) care verifică condiţiile funcţionale 
pi (2 (to), 2 (5)) [OTE (—m,., — 1}, pi (Llo) X (t1) = 0,7 =1,. ..,k', sistemul 


de ecuaţii diferenţiale E = f (t, æ (t), u (1)) a.p.t pe [to ti] gi u (t) € U (t) 


2. p.t pe [ty 4], unde U (t) C Kr sînt niște mulţimi date. În cele două exemple 
de mai sus intervalul de timp pe care sint definite comanda si traiectoria, 
este fixat. 

Dacă intervalul de timp nu este fixat atunci printr-o transformare a 
parametrului de timp se obţine o problemă de control optimal cu intervalul 
de timp fixat. Această transformare se va face în detaliu în $10. Ceea ce este 
comun tuturor problemelor de control optimal este prezenţa, sistemului de 
ecuaţii diferenţiale gi a functionalei de minimizat (maximizat). În exemplele 
date clasa comenzilor a fost aleasă ca fiind cea a funcţiilor u : [to t, ]— E" 
măsurabile şi mărginite (u (.) € Lo (toti; TI, Unii autori, drept clasă a 
comenzilor în loc de Lolta br E"), aleg spaţiul funcţiilor u : [ta t) > E" 
continue pe porţiuni. Am preferat spaţiul Lo(to, t; E) pentru că in compa- 
ratie cu spaţiul funcţiilor continue pe porţiuni el este mai aproape de 
condiţiile în care problema de control optimal are soluţie. 

Orice problemă de tip Lagrange din calculul variational clasic cu 
condiţii izoperimetrice sau cu capete fixate este o problemă de control 
optimal cu restricţii funcţionale. 
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O problemă de tip Lagrange cu condiţii izoperimetrice se formulează 


astfel : să se minimizeze x (t, y (t), y (£ dé pe mulţimea funcţiilor y: 
by 
[to h] — R” cu derivată continuă pe porţiuni care verifică condiţiile 
i l 


y (to) = Yo | 7. (t, y (t), 9 (0) dé = e, pentru se (1,..., m), unde y (t) = 


2 (t), iar e; € R. Pentru à o pune sub forma unei probleme de control 
optimal cu restricţii funcţionale, notăm y = u şi definim E: [1,4] E, 
i e(1,...., m), prin, (t) = \F (s, y (8), y (8)) ds, t € [to 4]. 


Mai departe, notăm æ = (y, E, J (2(.), « (.)) = NT (t), w(t) di, 


le 
f (t, 2, u) = (u, F (t, z, u)), unde & = (&,..., En), F (t, 2, 4) — (F (t, zu), 
2, FS (t, £, *)). Problema de tip Lagrange cu condiţii izoperimetrice 
devine : să se minimizeze J (z(.), u (.)) pe mulțimea perechilor de funcţii 
(2 (.), 4(.)), *(.) EAC (ty, br RL, u: [los ti] > R' continuă pe porţiuni, 
care verifică condiţiile funcţionale pra.:x (t) — c; = 0 pentru 4 e (1,..., 


m}, şi sistemul de ecuaţii diferenţiale A = f (t, æ (t), w(t) eu condiţia 


inițială æ (to) = (yo, 0). Prin urmare, problema de tip Lagrange dată mai 
sus este o problemă de control optimal cu condiţii finale in care domeniul 
comenzii este întreg spațiul E' (U (t) = Er, t e [to t1]). La fel se întîmplă cu 
problema de tip Lagrange cu capete fixate. În general, o problemă din calcu- : 
lul variational clasic corespunde la o problemă de control optimal în care 
domeniul comenzii este întreg spaţiul Kr. Din această particularitate 
decurg unele condiţii avantajoase de lucru pentru obţinerea condiţiilor 
necesare de ordin superior. În cazul în care domeniul comenzii este o mul- 
time închisă in R”, atunci este necesar un aparat de lucru mai fin care se 
concretizează prin folosirea unor variaţii mai bune. 


§ 2. DESPRE TEHNICA VARIATIILOR 


Prin obţinerea condiţiilor necesare de m se cautá sá se dea propri- 
etáti eit mai precise ale perechii optimale. Tn general, proprietátile unui 
element dat dintr-o mulţime dată se pun în evidenţă prin compararea sa cu 
celelalte elemente ale mulțimii. Este lesne de înţeles că cu cît mulţimea ele- 
mentelor de comparaţie este mai diversificată cu atit si proprietăţile care 
rezultă pentru elementul dat vor fi mai precise și deci îl vor caracteriza 
mai bine. În esenţă, obţinerea condiţiilor necesare de optim se bazează pe 
îaptul că soluţia problemei de control optimal fiind optimală pe mulţimea 
perechilor admise ea va fi optimală pe mulţimea perechilor admise relativ 

la orice vecinătate oricît de mică a perechii optimale. 
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1. Tipuri de variaţii. Fie V o vecinătate a perechii optimale. Diferenţa 
dintre un element oarecare din V și perechea optimală se va numi variaţie 
(sau creştere). 

Diversele tipuri de variaţii din teoria controlului optimal sint strîns 
legate de definiţia vecinătăţii. 

Spaţiul de bază pe care se definește o problemă de control optimal, de 
regulă, este un spaţiu normat. 

. Definiţia vecinătăţii unui element fiind strîns legată de tipul de normă 
pe care-l folosim, tipul de variaţie va depinde esenţial de tipul de normă pe 
care-l utilizăm. 

În teoria controlului optimal se folosesc trei tipuri de variaţie . In 
Dem rînd sînt variațiile locale utilizate cu succes în calculul variational 
clasic. 

Pentru acest tip de variaţie norma folosită este cea din spaţiul 
AC (to, t, 5 E^) X Lo (to, 1,5 R’). 

În al doilea rînd sînt variatiile de tip ac care au fost introduse de E. 
J. Me Shane (vezi [10]) si utilizate de L. S. Pontriaghin în obţinerea prin- 
cipiului de maxim pentru probleme de control optimal în care domeniul 
comenzii este o mulțime arbitrară (nu obligatoriu deschisă). Norma de 
această dată este aleasă astfel : pentru variaţia traiectoriei optimale 2(.) 
— & (.) se ia norma din spaţiul € (t, t; E"), iar pentru variaţia comenzii 
optimale u (.)—4 (.) se ia norma din spaţiul L, (to, t, ; E"). Deoarece (x(. )—3 
(. Ne (to, hi E), (u (.) — 4 (:))&Lo (to, t; E"), iar AC (to, ty 5 R”) C C (to 
t; R’), Lo (toy h; R) CL (to, t; E") ca spaţii liniare, are sens să vorbim 
despre norma din C (t toy t; R") a "loi z(.)—28(.) şi despre norma din L, (to; 

4; E^) a lui (u(.) — %(.)). 

In sfirgit, în al treilea rind sint variatiile de tip relaxat, sau regimurile 
de alunecare introduse de L. C. Young (vezi[11]) si utilizate cu succes de 
J. Warga, R. V. Gamkrelidze, L. W. Neustadt pentru obţinerea de condiţii 
necesare de optimum (vezi [1, a], [2, a] și [12]). Tipul de normă care se 
foloseste in acest caz este acelasi cu cel folosit in cazul variatiei de tip ac. 
Deosebirea, dintre variaţia de tip ac și variaţia de tip relaxat constă in 
aceea că în variaţia comenzii optimale u(. )— €(.), comanda «(.) diferă de 
€ (.) printr-o funcţie simplă în cazul variaţiei ac şi printr-o funcţie oarecare 
din Lo (to, t3 R’) în celălalt caz. 

Menţionăm că mai există un tip de variaţie și anume v—variatia 
introdusă de A.A. Dubovitki si A. Ia. Miliutin (vezi[3, b]) și care în fapt 
este un caz particular al variaţiei de tip relaxat. 

Într-o problemă de control optimal variaţia importantă este cea a 
comenzii optimale, deoarece variaţia traiectoriei optimale se obţine în 
nene de cea a comenzii prin restrictia dată de sistemul de ecuaţii diferen- 
tiale. 

Aşa cum am mai spus proprietăţile perechii optimale (condiţiile nece- 
sare de optim) se obţin folosind faptul că soluţia problemei de control 
optimal este optimalá pe mulţimea perechilor admise relativ la orice veci- 
nátate oricît de mică a perechii optimale. Vom spune că (x(.)—23(.), 
d 


t 
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u(.)—@(.)) este o variaţie admisă dacă (2 (.), 4(.)) este o pereche admisă. 
pentru problema de control optimal. 

Din cele prezentate pînă acum rezultă că avem trei tipuri de variaţii 
admise. În continuare, vom prezenta cele trei tipuri de variaţii admise 
pentru comandă, utilizate în problemele de control optimal. Fie e €[0,1} 
un parametru. Fie (3 (.), &(.)) optimală. 

Variația admisă de tip local. Acest tip de variaţie se utilizează în cazul 
în care domeniul comenzii este mulțime deschisă sau convexă. 

Fie vu (.) EL (tj, t; 2’) aleasă arbitrar. Pentru fiecare ee [0,1] fie: 
€, (.)=e(u (.) —4(.)). Pentru fiecare c [0,1], funcția u, (.) va fi variația de tip- 
local pentru comandă. Dacă variația de tip local este utilizată în problemele- 
de control optimal în care domeniul comenzii este întreg spațiul R” rezultă 
eg pentru orice c [0,1] comanda £&(.) + u,(.) este admisă şi prin urmare: 

4, (.) este variaţie admisă de tip local. 

În cazul în care domeniul comenzii este o mulţime deschisă atunci 
în anumite condiţii relativ la comanda optimă 4 (.) se obţine că &(.) + ue 
(.) este admisă pentru e e [0,1] suficient de mic. Dacă domeniul comenzii 
este o mulţime convexă atunci variaţia admisă  (.) de tip local se definește 
pentru 4(.)eLo(to, t, ; R’) care verifică u (t) e U a.p.t pe [to t]. 

Variația admisă, de tip ac. Am precizat că acest tip de variaţie se uti- 
lizează în cazul în care domeniul comenzii este o mulţime arbitrară UCR". 
Fie 4,,..., Um ER" alese arbitrar. Pentru fiecare ee [0,1] fie mulțimile 
Ai(s),.. "ma (s)C [to til. ([fo, 4, este intervalul de timp pe care se definesc 
probleme’ de control optimal) măsurabile şi disjuncte două cîte două astfel 


ca Y, más A, (e) Se. Definim ag, : Ia 5,] — R" prin 


$21 : 
u, — ŭ (t) dacă te A; (e), ? e(1,.., Mm}, 


Me) = 36 dackte [tp 4]N UA 2 

Pentru fiecare e e [0,1], funcţia +, (.) este numită variaţia de tip ac. Dacă. 
în definiţia lui 2, (.) alegem %4 E€ U pentru î€(1,..., m), (în loc de ge E^) 
atunci rezultă că funcția 4(.) + Us (.) este admisă şi prin urmare, Me LA 
este variaţia admisă de tip ac. 

Variația admisă de tip relaxat. Variația de tip relaxat a comenzii opti: 
me se utilizează în special în cazul în care domeniul comenzii este o mulțime: 
variabilă în timp. În rolul domeniului pentru comandă, fie date mulțimile 
U(t)C E',te[to,4]. Fie 44(.),. .., Wm (.) € Do (to, t, 5 E") alese arbitrar. Pentru 
fiecare e e [0,1] fie mulțimile y (el C [to 3] măsurabile si disjuncte două 


cite două astfel ca y más A, (e) Se 
Ze) 
Definim «4, :[t), ?,] > E" prin 
Ue (t) = (u, (t) — &t) pentru te A; (£), j—1, ...,m, 
0 in rest. 
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Funcția ue (: ) se numeşte variaţie de tip relaxat. Dacă în definiţia, 
lui u, (- ) alegem u; (.) astfel ca uy; (t) e U(t) a.p.t in te [tot] pentru toti j e (1, 
. , M}, atunci 4(t) + we (t) € U(t) a.p.t. în te [to hl şi prin urmare, we (.) 
este variaţie admisă de tip relaxat. 
l 2. Calculul variației unei funcționale. Fie dată J: AC(t,, bh: R")x 
Leo(lo t1; E!) E gi fie (2(*), Oe AC(t, bh: R^) X Læ (to; t; EI fixat. 
Presupunem că J este continuu diferențiabilä Fréchet de ordinul p in 
(& (.), & (.) (vezi 0.9), unde p>1 este număr natural. Prin variație de ordinul 
k a functionalei J Cas?) in (3(.), 4(.)) se înţelege diferenţiala de or- 
dinul k d*J (2 (.), 4(.);. ..., .). În cele ce urmează pentru functionala J 
vom alege urmátoarele forme particulare 


Jia), at = NIU (1) dt, Ia.) ul) = (at), 


unde F: [tp h] x E" x R' —Esgi Ò: R”—>R sint continue cu derivatele 


ôF oF ôD 
— continue. 
ES Ou Ox 


Din teorema 2.7 rezultă cá functionalele J, şi J, sînt continuu diferentia- 
bile Fréchet in (Z(.), @.)). 

In continuare vom calcula variația de ordinul intii a functionalelor 
Jy Ri Js, Ad; (2(.), 8(.) ; BC) , d ()), da (3(.), Bl); 2 (.), € (.)) pentru (7 (.), 
al.) € AC (t, t, ; E" X Le (t ab: E!) care verifică sistemul de ecuaţii dife- 
rentiale = = A(t) Z(t) + b (t, 4(t)) a.p. t. pe [tot] cu condiţia inițială 


ZS (to) = 0, unde A(t) (n X n), b(t, u(t)) (n x 1) sînt matrice cu toate ele- 
mentele funcții măsurabile şi mărginite. 
Din teorema a.7 rezultă că avem 


4J,8(),8 (); SU &() = f [< = (Gë, (0), ai >+< Ge (Gët, 20, 
a(t) >] at, ` | 


Ta 80,90); 20,80) = <2 Hh), 28) >. 
Tie dh :[to, >", î = 1, 2, absolut continue definite prin 


(ti) = 0, — au = (A(t))™ dat) + EO &(t)) a.p.t. pe [to ti], 


Val) = — 2 (5) — zh = (4(9)7 dg (t) a.p.t. pe [to 4]. 
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Folosind definițiile lui di 3 si q4( -) obținem 


aS, (&( ), H+); 2(),()) — N < oh + (A(t)? palt), 2(t) d£ + 
to 
+ N < = (¢,0(t), & (t)), a(t) >dt, 
fo 
Ad (x gf &( db a( gi &( *)) = < palt), X(t) >. 


Deoarece z(t) = 0, folosind sistemul de ecuaţii diferenţiale dat pen- 
tru (2(-), 4(*)), avem 


dJa (@( +), DEE OI pa <Va(t), Z(t) >dt = Si < halt), A(t)2(t) 
> at 2 dt A0 20)dt + (* < alt, réit > at = 
“ie to 
E U <e(t), b(t, a(t) > dt. 
elg 


t x 
Deci, ANS W); ak A) = da, Bt, ab) at. 
Integrind prin parti in prima integrală din dJ,, obţinem 


^ dh T Be dz = 
ze sp (AP (0, zi) >a NEU 3p di 
- f «AQ At, 20 >ă = e «4t, A(t) 20) dt + 

to d 
A <h (0, 564 ay) >at sit Ami >at = 

ty [^] 
= f < y(t), b(t, 4(t)) — dt. Prin urmare, pentru J, avem 

fo 


aT, (3(19(); 20), H-)) -(' delt, b(t, aS 


+ « (s 3), 40), WA) >] dt. 
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$ 3. PROBLEMA CU CONDIŢII FINALE DE TIPUL EGALITĂŢII (PROBLEMA P,) 


Problema; de care ne vom ocupa conţine restricții funcţionale de tip 
egalitate exprimate prin condiţii impuse în momentul final al traiectoriei. 
‘Cu riscul de a ne repeta vom formula din nou problema de control optimal 
cu condiţii finale de tip egalitate şi apoi vom da un rezultat privind condi- 
tiile necesare de ordinul al doilea (vezi lema 1). 

Fie ei: R” > R, f :[to 4] X R" X RR’, oi : RP >R i=0, 1, ...,E 
0? 9% „de: DTE. 
02? 0E 


32 
241 continue, unde z = (v, £) e R” x R’, pentru toti j = 1, .., n. Interva- 
a | 


(ken + p) continue gi cu derivatele de ordinul al doilea doi ———- 


lul de timp Da ¢,] este fixat, iar £ € E? este un parametru. Pentru fiecare 
1 € fie t,], fie dată mulțimea U(t) e E* arbitrară, Problema se formulează 
astfel: să se minimizeze qj La + qo (EI pe mulțimea ((z(-), &, u( -)) 
€ AC(ty, 1,5 E^) x E? x Lo (to t5; Er an verifică următoarele condiţii 


(1) a(t) = a + f f(s, lei, u(s)) ds, t € Da &], unde a € R este fixat 


LH 
(2) ue U(t) ap: V. in t€ [t, 4] 
(3) A (2(5)) + qi (£) = 0, pentru i = 1, ..., k. 
DEFINITA 1. Fie P o problemă de control optimal şi fie 4C ACh, 15 
RE^) x E? X Lo (to, bh: E") mulţimea elementelor admise. Vom spune cá (2( *), 
, & -)) este local optimală pentru P dacă există o vecinătate Y = y, x Vue 

lui (Gi A DH *))_astfel încât pe mulțimea s (1V (Gi °), E, 9( -)) este optimal. 

Fie (oi € (#(-)) local optimalá pentru Po. 

Pentru a formula rezultatul privind condiţiile necesare de ordinul 
al doilea pentru P, sînt necesare cîteva notații. 

Fie 4C Le (fo, UE KR") dată prin 

(4) @ = (u(-)€ La (to, 4,3 R°); e U(t) a.p.t pe [to GI, 

Fie d, : [to h] > RR, Ze (0,1, ..., k}, absolut continue definite prin 


(5) 4 (&) = ES SE Be (t, 240) !i d, (0 acp.bepe Da îl, 


di 
unde f (t, z) —f(t, : CH Fie CY, Q(t)C U(t), te [to 4,], date prin 


(6) 4,— fu ea eh (Oy f at, m) — Flt, à) at = 0, 
i € (0, 1, m 
Qi) = {we Utt) :«40) fü Hd), v) —F (t, 3) =0, ie (0,1, ..., H 


În continuare, vom formula două ipoteze, relativ la Py, care vor ‘fi utili- 
zate frecvent in cuprinsul acestui capitol. 
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Fie Y = Y, x Y, vecinătatea lui (ët A. £,8( -)) in AQ€O(ty, i; R") x R? 
X Læ (to, t; Er) dată prin definiția „optimalităţii locale. Fără a restringe 
generalitatea se poate presupune că Vu este o sferă în Lo (to 1, ; R*). Fie 
ZCR? dată prin 


(6) E = (te RP: < rib Sieft B) 


Ipoteza E. Vectorii x (Get, $ € (1,. .., k}, sînt liniar independenji 
x 


și există 
{u,(-),.. "us “a CRTC% N Vu astfel încît să avem {Y = (Yis Vp) 
EK Le (£) 4, (0, f, (Gëtt — Fit, 20) >dt, 


pami a; (*) € Læltos i ; E) care verifică «;(t)>0 8.p.t. pe [to 4], pentru j e {1, 
ll = R* unde dh, (+) este dată tn (5), iar f, (t, 2) = f(t, v, u; DI, je {1,.. 
ous h}. 

Ipoteza Eb. Aceeași ca ipoteza E, cu deosebirea că mulțimea Y (vezi (4)) 

se înlocuieşte cu Uy (vezi (6)). 


Aşa, cum sînt formulate, ipotezele E, si E$ au un caracter prea putin 
explicit. În propoziţia care urmează vom da condiții care conduc la inde- 
plinirea ipotezelor E, şi E$. 


PROPOZITIA e Se (2(-), Al), E) local optimal pentru Pa. Presu- 
punem cá vectorii 2% c (4)), de (1, ..., k}, sînt liniar independenţi. Cu 
notaţiile de mai Sos au loc următoarele afirmaţii | | 

(a) Pie (u,(-), ..., uw, (*)CZN Y, eu proprietatea că pentru fiecare 
A € R*,À Æ 0, există us +) € {ual °), ni astfel ead, (1) — X A; d4 (t) 


verifică más {tE to, tı: < pa (t), F(t, T(t), (£)) — fit, &(t)) > >0} >0 şi 
más (t e[t,, t,]:<h,(t), f(t, 2(t), us, (t)) — fit, &(t)) ><0}>0. Atunci ipoteza 
E, este îndeplinită. 
(b). Fie (u,(), ...,u,(°)}} CUN V, cu proprietatea că pentru fie- 
care A € R*, Æ 0, există uy (+) € (Q0) a Un CO) astfel ca dr, (t) = 
k ia ~ = 
= Y) d, (0) verifică mas {t € [tos t1]: |< palt), F(t, a(t), u; (t)) — F(t, a(t) >| 
inl 
= 0}>0. Atunci ipoteza Fo este îndeplinită. , 
Demonstraţie. (a). Fie (u4(-), ..., Un (CUNT dată prin ipoteză și 
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fie HCR* definită prin | 
h et ~ 
H = {r= (oord in = E ub ftt at, 2) F (50) >a, 


ay (7) € Lo (to 1,5 E), o (t)220 a.p.t. în [to 4,]] 

Pentru a verifica ipoteza E, este suficient de arătat că are loc H = R*. 
Pentru a arăta că H coincide cu întreg spaţiul R* vom proceda prin absurd. 
Fie H + R*. Deoarece H este convexă, din teorema de separare a mulți- 
milor convexe deducem că există A e R*, ~~ 0, astfel ca A(p)<A(p,), pentru 
orice p € H, unde p, € RR, p, € H. Deoarece 0€H sia peH, pentru orice 
a > 0,pe H, atunci din A(p)<A(p,) pentru p e H obţinem A(p)<0 pentru 
ped. 

k 

Fie y, (t) = Y, A; 4, (0. Din A(p)<0, pe H, gi din definiţia lui H 
i=l ` 
h ph z a _ : 
obținem y ay (t) <ha (t), f(t, 20), u; (0) — f(t, 200) >dt<0 pentru orice 
Zei db A 

a; (*) € Le (to; 1, ; E) care verifică o, (t)>0 a.p.t. in [to !,]. Fie Us, (-) e 
E{u,(-), ..., 4, (-)) dată prin ipoteză corespunzătoare lui d, (') şi fie 
Ax —(t elt 5] :« pa (t), f(t, H(t), w, (t) — F(t, B(t)) > > 0}, 


Aj Se {t € [to ON : < ba (t) f(t, z(t), Wa, DI Wat fit, Gu ><0). 
Prin ipoteză avem más Aj > 0, i e (1, 2), şi alegind 


" o-[ i | (0, j # fy obținem 
S 0 t€ [to JNA} 


02 Ve 0) < 0, He (D, ms (0) — f E) >d >0 


care este o contradicţie. Prin urmare, H = R* şi afirmaţia (a) este veri- 
ficatà. 
b) Fie (u.(:), ..., »,(-)) C4, V, dată prin ipoteză şi fie HCR" 
definită ca la punctul (a). Pentru a verifica ipoteza E$ vom urma aceeaşi 
cale de demonstraţie ca si în cazul precedent. Fie, prin absurd H + RF 
Ca și mai înainte din această presupunere rezultă că există A € R*, à Æ 0, 
astiel ca A (p) « 0 pentru orice p e H. Mai departe, folosind definiţia lui H 
deducem că avem 


h çh i ~ s S A 
X V «(0 < 6.0, f 8 (0, % (0) — F (1, a4) äre, pentru orice 
§=1 Jt; 

94: (7) € Le (to; t; E) care verifică o (t)>0 a.p.t. în [io t]. Fie u; (+) € 


{u,(+), ..., än (°)} dată prin ipoteza corespunzătoare lui }, (+) şi fieA}, 
A?C [tos ti] corespunzătoare definite ca la punctul (a). Prin ipoteză avem 
más (A1U.A3) >0. Pe de altă paite, deoarece go, ( +) € Va (vezi (6)), iara (t)= 
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k 5 : ~ 
= à Ad; (t), obţinem 0 = | <(t), f(t, at), Us, (t) — f(t, &(t)) di = 


n m, «d (0, fEl us (D) — f (t, à) dt + | , «bi (t), Flt, H(t), us, (0) — 
AK 


—F (t, SI dt. Deoarece más (A1U.AS) >0 rezultă că cel putin una 
din integralele din membrul drept al ultimei egalitáti este diferitá de zero, 
iar din ultima condiţie obținem că ambele integrale din membrul drept sint 
nenule. 

Prin urmare, más Ai >0 şi más A? >0. 

Mai departe, continuind ca la punctul (a) se obţine aceeaşi contra- 
dictie şi demonstraţia se încheie. 

_ Observajia 1. Din calculul variației de ordinul întâi pentru funejionala 

(vezi $2), folosind (5) şi (6) în care alegem A(t) = b(t, u(t)) = f(t, x(t), u(t)) — 


— fit, &(t)), obținem Uy = Jul ) EV: < ga (&(t,)),@(t,) >=0, ie(0,1. .. RA 


dz 


2 A(t) x(t) + b(t, wt) 


a.p.t. pe De i]. De asemeni, folosind aceeași formulă, ipoteza BAR) se poate 
formula astfel: există (u(-), ..., uy (u:)) C YV UNT.) astfel ca R = 


unde tie AC(t,t,; R”) verifică ælta) = 0, 


me 
= 


. Jo. _ 
g = (Yi o- eY) Maes < 2 (atts Z(t) >, pentru a( veut} , unde 


MCAC(t,, t; R^) este dată prin 


dx of. . h - 
M = la *): ælt) = 0, E = Aq, x(t)) a(t) + à e(t) (F(t, 2(t)) — 


— (f(t, &(t)), a.p.t. pe [to t], 
unde a; (ie be (to, ti; E) verifică a, (02:0, a.p.t. pe [to db 


Mai departe, formulăm două leme de bază în obţinerea rezultatelor ulte- 
rioare. EE | 
LEMA 1. Fie (X(+), E &(-)) local optimală pentru Pa gi fie V —V, XP veci- 
nătatea corespunzătoare. Pie ipoteza E, îndeplinită şi fie {ul *),. .., ul IC 
CUNY, date prin ipoteza Ey. Atunci pentru fiecare (u( -), U *), £)e(* 
NP) x (4&4 YV,) x E există a¥-® e R, u™ E e (AC(t, 5 R")? 


DEE e (Leo (toy th; B))*, MF (Leo (to; în; E))* astfel ca să avem 
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(7) Y «PR < SE G6), Mt) > + Yi NP (y CY) + i (21 (C) aC) + 
5 al 


+ ATE (angi ()) = 0, 


pentru orice (y( +), oi Ae AC(t, 43 R") x Lolto 1, ; KI 


(8) «P& = 1, APE < 0, Vë <O, pentru tofi € (1, ...,h), . 


ă, Ge D S a£ Ze T 
(9) X ape < T (DE Ke FE < Da (80) Ih) Ek: 


+ phe (2»(g(),«(0)29 
unde (3( +), &( +)) verified 
(10) 231(( -), «(*)) = 9, 


Operatorii DY, 9$: AC(tg, hi; E") X Læ (to h; E**1)A0(5$,1; E”) 
sînt definiţi prin 


(11) 2t (y+), @( +)) (t) = y(t) — í {7 (s, Siet yo) + X as (8) (fi (8, Bil 


—F (e, &(8))} de — Y aa (f(e, île), u (6) —7J(53(0)) dei € Da h], 


(12) 2? (y( +), at -))(0) = ( E y {< St, giel, 9(5) > + » a, (8) 


< Five, ate) — È (s, ate), yo) »pe —{ am (8) < 9f s, Siekëiett 
0x da to Ox 


Ps T" 
Em (s, @(8)), y(8) > ds, Zelt, ..., m), te [to t] J unde 


f, (t 2) = (fiti £, u,(t)), E {1L, -o n8), fit, 2) = UI (t, w, 4 (0, 
$€(1,...,n), je (1, ..., h}, iar wu, (+) sînt date prin ipoteza Ey. 
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Înainte de a trece la următoarea, lemá este necesară o definiţie 

PROPRIETATEA L. Multifunctia Q: [to t,]- 2(R') are proprietatea 
L dacă există NC [to 4] cu más N —0 astfel încît pentru orice te [ty t, NN 
şi orice u, € (4), există ul *) € Deolt, t ; Kl astfel ca u,(t) € Q (t),te [to ti], 
Ug(ty) = u` gite este punct Lebesgue pentru uy, (+) (vezi 0.15). 

Observajia 2. Fie Q(t) = Um, telt, if], me(1, 2, ... }, unde UCR" 
este fixată tar DS, t], me(1,2, .. .), este o familie numărabilă de intervale 


disjuncte eu U Ir, 12] = Eto 4]. Atunci Q(t), te [to ta], îndeplinesc pro- 


prietatea L. i 

Lema 2. Fie date F, c: [to h] x E' > E^, G: [4,5] x R 9 R', 
H : [to 4,] xx E*— E continue gi fie (t) CR", t € [t t], arbitrare. Pie ü(*)eLe 
(tos 3 E") astfel ca &(t) e Q(t), te [to 4]. Pentru fiecare à(-)eLo(ty h; E^) 
fie ](.) € AC(t, i; R") soluţie a ecuaţiei diferenţiale y(t) = 0, z = 
A (t)9(t) + e(t, a(1)) — e(t, &(t)) a.p.t. pe [to t], unde matricea A(t) (nxn) 


are toate elementele din Le (to t, ; B). . 
Presupunem că sînt îndeplinite următoarele condiții 


(a) ) "EI, a(t) —F(t, éi, 00) > + <G(t, Gi — 04,2 (0), 


a(t) — At) > + H(t, ü(t)) — H(t, GO) at>0, 


pentru orice U(+) € Lolto t,; R") care verifică à (t) € Q(t) a.p.t. pe [to 4]; 

(b) mulțimile Q(t), tE [to, t,] îndeplinesc proprietatea L. 

Atunci peniru fiecare u E Q(t) avem 

<G(t, u) — G(t, @t)), u — &t)> + H(t, u) — H(t, A(t))>0 a.p.t.pe 
[to 4], iar dacă G(t, u) = 0 gi H(t, u) = 0, atunci pentru fiecare ueO(t) 
avem : 


<F(t, u) — F(t, &(t)), e(t, v) — elt, U(t)) — 20 a.p.t. pe [to 4]. 


Demonstratiile lemelor 1 si 2 se găsesc la sfîrşitul capitolului. 


§ 4. TRANSFORMAREA PROBLEMEI P, (PROBLEMA P,) 


Desi demonstrația lemei 3.1 — lema fundamentală — este dată la 
sfîrsitul capitolului vom arăta aici partea esențială a procedeului care per- 
mite obținerea ei, anume transformarea problemei P, şi obținerea conditi- 
ilor de extremalitate pentıu problema transformată pe baza teoremelor 
generale din primul capitol. În acest fel va rămîne pentru la sfîrșitul ca- 
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pitolului numai partea pur tehnică, de trecere de la condiţiile exprimate cu 
ajutorul problemei transformate la forma din lema 3.1. În calculul varia- 
tional clasic, obținerea condiţiilor necesare se face utilizînd pentru comandă 
variațiile admise de tip local. Acest tip de variaţie nu cere calcule laborioase 
în determinarea variaţiei functionalelor, iar pe de altă parte permite pre- 
zentarea rezultatelor într-o formă mai simplă. După cum s-a remarcat mai 
înainte, variaţia admisă locală pentru comandă se poate utiliza în cazul 
în care domeniul comenzii este o mulțime deschisă sau convexă. În general, 
domeniul comenzii nu are niciuna din aceste proprietăţi. Totuși, în ob- 
ţinerea condițiilor necesare de ordinul al doilea pentru P,, vom utiliza 
variațiile locale. În acest scop, este necesar ca problema P, să fie pregă- 
titá. Modul de lucru pe care-l dám mai jos este conţinut in (3, b], iar din 
el se poate vedea în ce constă pregătirea problemei P, sau care este problema 
P, care se ataşează. RA 

1. Fie (2(-), Z, 4(.)) local optimală pentru Po. Fie {u,(-), ..., Um 
UNV, aleasă arbitrar, unde V este dată in (4) iar Y = y, x y, este 
vecinătatea relativ la care (ët. E, 4(-)) este optimală. Considerăm urmă- 
toarea problemă de control optimal : să se minimizeze allt) + vo (5) pe 
mulţimea ((y(*), &), «(*))e (AC(t, bh: E") x R°) X Lalto, ti; E") care 
verifică următoarele condiţii : 


(Lb) y) = a, + 


[Fs a + È t) (Ls (at — oto fas, 
te Da 4], undez,e Er este dat in Py iar 
Hilt, 2) = f(t, w, uy (0), Îi 2) = f(t, w, A(t), teft, t]. 
(3b) « (02:0, X a,(t)<1, a.p.t. pe [t AL 


(3.b) 9; (y(h)) T pi LÉI = 0, pentru ie(1,. . ., k}, unde oj, 9;’, f, Xo sint 
ate în 

Notăm b = (u,(:), ...,u,(*)) şi cu P, problema de control optimal formu- 

lată mai sus. In P, comanda este a( -) din La(t,, în ; R”). Domeniul comenzii 


in P, este dat de mulţimea U convexă de forma U = {ue R”: u, z 0, 


m 
A ae < 1} Prin urmare in P, se pot folosi variațiile locale. Notám cu On ( -) 
i=l 
elementul nul din Le (Gab: E"). Se observă imediat că 0, (t) € U a.p.t. 
pe [to 4]. Vom arăta că (z(-), £, 6,,(-)) este admisă pentru P,. 

Deoarece (2-(-), E, î(.)) este admisă pentru P,, ea verifică (1) (vezi 
P,), această condiţie coincide cu (1.b) în care «(-) = O,(-). Prin. urmare, 
&(+), E, O,,(+)) verifică (1.b). S-a observat că O,(t) e U, a.p.t. in te[ts, t]; 
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astfel (x( -), £O,, ( -)) îndeplinește gi pe (2.b) Deoarece (LEI -), Z) verifică pe 
(3), iar (3) este identică cu (3. b) rezultă că (ot -), £, Om ( -)) îndeplinește pe 
(3. b) şi prin urmare, (%(-), £ Om (-)) este admisă pentru P,. 

Din definiții se observă că atit P, cît şi (2(*), £, 0, (-)) depind in 
mod esenţial de elementul ((z ( -), Z), &(*)) optimal pentru Pg. Se pune în- 
trebarea, ce proprietate are (2 (*), E, Om (-)) pentru P, avînd in vedere cá 
((£ (*), £), &(-)) este optimal pentru Py. În general, ((-),F,0,, (+ )) nu numai 
că nu este optimal (local sau global) pentru P, dar nu posedă nici măcar 
o proprietate de extremalitate. Însă, în condiţiile date prin ipoteza Ba, se va 
arăta că (2(*), £, O,,(-)) este extremal de gradul zero pentru P,. Pentru a 
putea să formulăm mai precis proprietatea de extremalitate a lui (x(-), 
E, 0m (:)) sînt necesare cîteva notații. 

Fie X’, Y’, Z’ spaţiile Banach date prin X?’ = (AC (ty, h; E") xR?) x 
X Le (toh; R”), Y’? = Ex AC (ty, 1; R"), Z’ = Ex Lie h; E"). 

Fie D) X’  R, 05 : X > Le (6,1; R,3e(—1,1,...,m], 9* : X' S E* 
gi D’: ER — AC (to t, ; R”) date prin 

(13) Dily (+), E, «(-)) = (poly (h) + po(5)) — (eo(2 (5) + ev (E)), 

(14) OF (y (hE, «()) = pr a (°), je (5... m), OLY C) betr 
= 1 — X «i ( i ). 

EN 3 

vp e^ (y(*), & a+ = e' (yh) + e" (8), unde e' = (en -.- ez, 


= (Fi; s. Peds 


[E aa m 
a6) 9 GC» & «C00 -s0 — a - V Go Ys 0 
to | Zei ` 

(J; (s, y (8)) — f (s, y (8))} de, te. [to t], 
unde f, (t, x) = f (t, v, U (2), f (t, 2) =f (t, v, & (t), iar f, v, sint date in Py 

Fie T^: X* — Y’, Q': X* —Z' date prin 

(17) T’? = (el, 2 ) ON (06, 05,,01,. a 95). 

Fie ate X^ definit prin a? = (2 (*), £,05(-)). 

Observaţia 3. Din condițiile date în P, şi din teorema a 8. rezultă cà «b^ 
și T? sînt continuu diferentiabile Fréchet de ordinul al doilea în a. 

2. În demonstrarea proprietăţii de extremalitate a lui a? este necesară 
următoarea lemă. 5 

LEMA 3. Fie (2 (:), £, &(-)) local optimală pentru P, si fie Y =F,x 
XV, vecinătatea corespunzătoare. Fie ipoteza E, îndeplinită şi fie by = 
(ua (°)... un (C CZ Y V, dată prin ipoteza Ey. Pentru fiecare b = {u,(-), 
a Um (CUNY, fie P, problema corespunzătoare şi fie at = (2 (+), 
£,04(.)). Atunci, pentru fiecare b D b, incluziune ca mulţimi există W’, 
vecinătate a lui a: în x? astfel ca pentru orice wel" şi să avem (d 9^ (w3 
8$):9$—(9(:59,x()) (F) a (-)) € ker (d 2* (vw; -)) și a, (t) 2 0, te Die 
t] je (1... m}} = E și (AT? (o; æ): æ= (y 0x (C) e XS eu a; (02 
> 0, tE [ioh] jE {1,...,m}} = Y’. 
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Demonstraţie. Am observat cá d T^ (w;-) există într-o vecinătate 
Wt a lui at. Prin definiţie, oon aT’ (w; 2) = (de? (w;%), aD (w; 2)), 
unde w = (ot. )55«(-)eWi,z-(g(- ), 0), «(* d Folosind teorema 2.8 
avem ae 


(18) deii: à) = E Ban (4) i e(1,.. 22) dD (v SIE 
A ‘(raf o m a of, : 
= 3 (t) — i B (8, (0) + Sate) E (s, y (8) — e (e, y (e) ) js) + 


+ 5 (0) (le, 9 (8) — Fey e| ds, tE Da 4]. 

Ta început vom arăta că avem 

(19) (d 2* (w; 2): we X?, a = (§(+),0),On(+))} = AC (to 4; E^), 
pentru fiecare w € Wi. 

Fie h ( -) € AC (to h; Rh arbitrară. Deoarece condiția d2? (w; 2) = 
—h(-), unde 3 = ((7 ( - ), 0), On (+)), w = ((y (+), E) a ( ° )), este echivalentă 
cu ecuația endl L-A 


(20) 9 (to) = à (to), 5E = E ar - yI + X " oj Fs t, y (t) — 


— că AI) em + a rezultă că fiecărui h(+) € AC (t, t; E") ise 


PR atașa Dy = Del i 0), On (-)) din X’ astfel ca dD* (w; 2,) = h (°), 
pentru fiecare w € Wi. Mai departe, vom arăta că există W C Wi veci- 
nátate pentru a astfel ca să avem 

(21) (de'(w;3): 20 ) 0), «(*))» (3(:),«(*)) e ker gw dl 
8i q(t) 20,1€ [tos t,]j €{1,..., m}} = R*, pentru fiecare w e W'. in (18) 
deducem că, orice (g (*), at )) € kər d 2? Sg ) verifică ecuaţia 


„o 9 _ [oF aftu OF 
(22) a(t) =0, D los ^ v0) + Y, y «o (Seen Lin y») ] | 
ODER P T (t) (f; (ty y (0) — f(t 9 (0), 2-p.t. pe [tos 4,], unde w = ((y(*),5), 


el: )). 
Pentru fiecare we Wi, fie V*: [4,6] > R”, ie (1,..., k}, absolut 
continue date prin 


We (4) = <2 Es (y (8, — P te E (în (8) + È a; (t) (Ze, y() — 


af (t, y (t)) y v? (t), a.p.t. pe [to 4], unde w = ((y ( *), EL « (*)). Din (18), 


avem 


(23) dg’ (w; 2) = qr (5); 9 (5), CE (1, ..., kj), unde w = (y(-), 5), 
&(:)58 = ((8(:),0) (*) 
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În continuare, folosind (22), obţinem 
m ply 
(24) < $7 (5), 3(h) > = =|, E Vp (0, (> di — Y, ja, (t) « 4? (0, 
j=1 v tg 


dt 
Ja (t, y (0) — F (6, 9 (0) > dt. 
Din (23) si (24) deducem 


(25) del (w; 3) = P 3, (8) < UF (0, f; lto y (0) —7 (ty y (0) > di, 


i € (1, ..., kj), unde w = ((y(- ), £ a(-)), B=), 0), ( He ber dD*(w ;-). 

Prin ipoteză (vezi ipoteza E.) si folosind (25) rezultă că (21) este 
îndeplinită pentru w = ab =(2(-), t. On ( *)). Mai departe, deoarece la 
variaţii mici pentru w se obtin modificări mici pentru 47, f, și f, din (25) gi 
din (21) îndeplinită pentru 25, rezultă cá există o vecinătate WCW? 
. pentru 2? astfel ca (21) să rămînă adevărată pentru fiecare we HÄ. tn 
continuare, fie (p, M ye pce t; R”) (= Y’) ales arbitrar. Din (19) 
rezultă cá există a? = ((g* (*), 0), Om (° )) e X^ astfel ca să avem 


(26) ag? (w; 2?) = h(-) pentru fiecare we Wè. 


Fie p” e E^ dat prin p^ = B — de è (w; zy). Folosind (21) deducem 
că on oY = ((327(-), 0), a(:))e ker "qo" (w; - ) eu a, (t) > 0,te Dy tJ, 
ie (1, ..., m] astfel ca 


(27) dọ? (w; 38) = B, pentru fiecare we W?. - 
Alegem z" = ay + a? și din (26) şi (27) obținem 
(28) do’ (w; a") = B, d2? (w; à") = h(-) pentru fiecarei we W?,. 


Demonstrația este încheiată. 

În continuare, vom preciza legătura dintre proprietatea de optimali- 
ne a lui (2( * iy č, &£(-)) pentru P, şi extremalitatea de gradul i a lui 

= (2(-), ji On, )) pentu problema P,. Fie 5 = (u,(-),. al? Ji 
c UNV, sifie X , Z° spaţiile Banach date in lema 3. Fie arc 
conul convex deschis > definit prin Q? = Q$x Q} unde Q$ = (te R:t < 0», 


= (o(*) € Ls (to, h; At); ad min o, (07 0,j€(1,...,m + 1}}. 


Pie K’ C Y’ conul convex închis dat prin K’ = (0p). 

Fie Q^, o^, T? definite in (13) — (16). S-a arătat (vezi P,) că deoarece 
(2 (-), Zal )) este admisă pentru P, rezultă că a? = (@(-), E, 04 (-)) 
este wegl pent P, Deoarece d, (ët ), £, On ( 2) — 0 pentru toti 
ie(—1,0 . m), avem cá @ (ot, ) È, Onl’ ) e Q. Pe de altá parte, 
deoarece GU T 3 Os ( ) Yon. (1. b) şi (3.b) din P, rezultă cá avem 
2 (2 (-), E, On (*))=0 gi 9^ (2(-), £0, (:)) 0; prin urmare, T? (&(-), 
£ 0,0) = Oye. 
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_ Lema 4. Fie (&(-), £, &(-)) local optimală pentru P, gi fie V =V,x 
X V, vecinătatea corespunzătoare. Fie ipoteza E, îndeplinită (*) şi 
fie bo = fal A, Ma (0) CUNY, dată prin ipoteza Ec. Atunci, pentru 
fiecare b = (u,(*), ..., 4, (C) 3) C 4 (YT, astfel ca b 2 by, (= (2 (:), E, 
OI: 01 este (D*, O^; T°, Oy,) extremal de gradul zero (Demonstrația se 
găsește la sfîrșitul capitolului). 


$ 5. CONDIŢIILE NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRU P, 


Pentru a demonstra lema 3.1, este necesar ca mai întîi să obținem 
condiţiile necesare, de ordinul al doilea pentru problemele auxiliare P,. 
În acest scop, vom utiliza lema 4.4 şi teorema 1.1.3. 

Fie (2(-), £, @(*)) local optimală pentru P, Fie b = {u,(°),.-., 
us (*)) C4 (1 V, fixată arbitrar şi fie D^, T^, O^, K* = O», definite ca 
in lema 4. Fie P, problema auxiliará corespunzátoare. 

Fie af = (2(*), £,0,(:)), unde O,,(+) € L(t, t; E") este originea. 
Fie H (b) C X* datá prin | | 

(29) H (b) = {we X* : dO’ (a? ;a) eq’, a T^ (at; x) = Op). 

Lema 5. Fie (z(-), E, @(-)) local optimală pentru P, relativ la veci- 
zeng V =V,xV,. Fie ipoteza E, îndeplinită şi fie bj = (u,(:),..., 
Uy, (*)j- TM. 

t CUNT., dată prin Ey. Pie b — (u(-),..., (C) C4 V. 
astfel ca b D by si fie P, problema corespunzătoare. Atunci, pentru fiecare 
ze H (b), x = (3 ( db £) «( di există ațeR,ie (0,1,. ..,5], Me (Lo (to, h; 
R))*, j e (1, ...,m), w^ € (AC (t, t; R"))* astfel ca să avem 


kL d m — m 
(30) PEERS (5) y (5) > + Y AF (a, (+) + v* (d 2^ (ab; y (*), 


k _@ Me xb ai 7 
a(-))) —9, Y, «f gg E) = 0, pentru orice DC ai De AC (fo; R") x 
4 =0 . SC 
XLo (toy t; E") —— 
(31) «$ — 1, 2 < 0, pentru toți j € (1, ..., m], 
k - 92 , | = 5 
(32) Y, af Eh) D(H g (6) > + PD (55 9 C) a); 
i20 
et bo 0% aa = A 
gC»h«C)) Wi eio on (E) EE 20. 
=0 
Demonstrație. Prin ipoteză rezultă că sînt îndeplinite condițiile lemei 
4.4 şi prin urmare 2? = def (2 (*), £, O,(*)) este (D^, O^; T", O,,) extremal 
de gradul zero pentru P,. Din observaţia 4.3 rezultă cá D^ gi T" sint con- 
tinuu diferentiabile Fréchet de ordinul al doilea în 22. Pe de altă parte, prin 


(*) De fapt este suficient a presupune cá se îndeplinește o ipoteză mai slabă. Din 
formularea ipotezei E, se poate omite condiţia a; (D > 0, je (1, .. m) iar lema 4 
rámine adevărată. : 


Cap. ll, Sisteme de control optimal 75 


ipotezá sînt îndeplinite şi condițiile lemei 4.3 Prin urmare dT? (a?; - 
X* — ER este surjectie şi folosind lema 1.1.2. deducem cá æ? este (D^, o): 
T? O y») extremal de gradul al doilea. Condiţiile teoremei 1. 1.3 fiind veri- 
ficate rezultă că pentru fiecare ze H (b), 2 = ((9(-), E) «(-)), există 
AS e (Q°)- gi vee (Y*)* astfel ca să fie indeplinite urmátoarele conditii 

(33) As (d^ (a? ; a + v* (d T* (a: eu = 0, pentru orice ze X*, 

(34) ° Æ 0, Ant (X2)) = 0, 

(35) 12 (d2@* (a? ; z,2)) + v* (a? T^ (a? ; 2,2) > 0 

Prin definiţie avem Y’ = R*x AC (ab: R”), iar Z’? = RX Lato, t; 
R”) O C Z’. Rezultă că există af € R, ie (1, ..., k}, u* € (AC (tt; 
R"))* astfel ca v* = (a£, ..., a2, u”) 8i vor exista + a e Ri: AFE (La (toy t, 3 
R))*,j = —1,1,..., m, astfel ca Aë = (a, 11, , ..., AB). 


Din definiţia, conului: convex Q?’ (vezi lema 4. 4) şi din Ae (OO: 
(vezi 0.4) deducem cá avem 


(36) a3 > 0, Met, pentru toți j = — 1, 1, ..., m. 


Folosind 13)—(17), condițiile (33), (34) si (35) devin 
(97) Y, le E (a4), yh) > E x "är, E X (e) + a(— 
$20 
suni pă (42 (a5; yl), af ))) =0, 
pentru orice č e R şi orice (y(*), «(*)) EAC (to, ti; BR") X Ds (to, t; E"), 


D ~ - ™ -— 
(38) «$ + Y, INA] +l) 204115 0, «20, ep 27, (1) — 0, pentru 
jel 


je(—1, 1,...; e 


k m 
(39) e dl ZR (te), g(t) >+<2% zi | +e (a5 
i-o X ri 


28 


jo) EC); 30) aC) o, 
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unde 3 —(9(:), £; € (*)) verifică 
(40) < 7 Gt) st) > = 0, «79 E), E>=0, a9* (t; IOE, 


pentru bu Zei, 1, ..., kj. 
Din 27, (1) = a en, folosind teorema a.5 avem 2%, = 0. 


Vom arăta că «%+0. Fie, prin absurd, as = 0. Atunci din (37) gi (38) 
pentru «;( *)z0, je(1, ..., m) obţinem. 


k : z 
(41) yj ag < EEEH), qt) > + iP (AD (a? (C), al-)) > 0, pentru orice 
$21 


(y( *), «()eAC(fs, bh: BR") X Lee (to; bi R”) care verifică «,(t)>0 tele, 4], 
je{l,... m 

Folosind definiția lui T (vezi (17) şi lema 4.3) din (41) se obține 
E a? y, + u2(h(-))>0, pentra orice y = (Yy ..., y,)eE^ gi orice hi Ae AC 


(i, 4; R”). Prin urmare, a? = 0 pentru i e 40, ees Ek 


Mai departe, din (37 ) se obţine şi 3j = 0, j = 1, SCH contrazicîndu-se 
(38). Astfel, avem «g >0 şi împărțind prin 'el in (37 ) gi (39) 8e obtine 


(37%) X T [<7 99: (an, y(t) >+< "Zeck? vie (It E 
GEN (22; ol ei 9) ux 

pentru orice eR? şi m (yl), a(+))EAC(t, 55 R’) X Le (tos t; R”) 
(38) a$ — 1, X « 0, jef1, ...,m], 


(39) E ai E CEL (att), H>< È 


im 


25 "(EE | Ha (eo 


(25 (7), TC); 8C), EC) > 0, unde F=((G( -), E, â(-)) verified (40). 
Demonstratia este încheiată. 


$ 6. OBŢINEREA CONDIȚIILOR NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA 
PENTRU P, | 


În lema 3.1 sint enuntate, sub o formă generală, condiţiile necesare 
de ordinul al doilea pentru P,. 


Generalitatea din lema 3.1 constă în aceea că multiplicatorii . a» E, 


un E depind de variația (a A E), dar pe de altă parte, lema nu este intr-o 
for mă aptă pentru aplicaţii. 
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Aga cum am mai spus la începutul acestui capitol, condiţia necesară 
de ordinul doi propriu zisă se va formula pe o mulţime pe care condiţia 
de ordinul intii este nesemnificativă. 

În teoremele si propoziţiile care urmează relativ la P, acest lucru 
se va concretiza astfel : 

(2) condiţia necesară de primul ordin apare în forma 


f < Y(t), fi, 20, 8(t)) >dt e 8 < v(t), f(t, æ (t), u(t)) > dt, pentru orice 
[^ 


ul EUNT 
(principiul de minim în forma globală, unde Z este dată in (4)), unde dit) = 
k 


E à" W(t), «;,2e(0,1, ..., k}, sint constante, iar q( -) sînt definite în (5) ; 


(b) condiţia de ordinul doi propriu zisă se formulează pe mulţimea 4, N Vu 
unde %CY este dati in (6). Din definiţia lui 4, si din forma lui dd -) ob- 


servám cá funcția f < Y(t), f(t, (t), &(t)) dt, i -)e%,, este constantă gi 


egală cu valoarea |" « Q(t), f(t, x(t), am > dt. 


Ín cele ce urmează, vom explicita condiţiile lemei 3.1, mai întâi, 
pe un caz particular gi apoi pe cazul general. 

1. Fie oi, f, U(t), Zei, 1,..., k}, date in P,. În plus faţă de condiţiile 
date in P, presupunem că avem 


(42) qi(s) = «e, £> + d; ie(1, ..., k}, unde eje E", deR sînt fixate, 
o; (E) = 0, ze{0, 1, ..., k), 


(43) fit, v, u) = Alt)x + g(t, u) unde matricea A(t) (n x n) şi funcţia g(t, w) 
sînt continue. 


TEOREMA 1. Fie (ët -), &( -)) local Koga pentru P, şi V —V,xy 
vecinătatea corespunzătoare. Fie o, , f, $e(0, 1, ..., k}, astfel ca (42) și (43) KR 
fie mata Pie ipoteza E, îndeplinită. Atunci există constantele a; 
defl, ..., Kk), d: Da bla E"gi "e, [toy bhl-z L (R°, E") astfel ca să avem 


(44) i <¢(t), g(t, 40) dts; j; < p(t) glt, u(t) >dt, pentru orice u(-)e& NP, 


(45) f < glt, à(t))—g9(t, Hi), S(t) D >at> 0, pentru orice îl -)eX NV, 


to 


și orice J(:)eAO(ty, ti; R”) care verifică 


(46) Dt = 0, u- A(t) H(t) + ott, at) — at, lt), a.p.t pe [i t), iar 
(+) şi S(-) verifică x d | 
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$ A O Po ,- Aa dy 
(47) (Y) = BA + Y, e pilt) b(t) = ES (2(î.)) + > goën — T ze 


= (A(d))T Y(t) a.p.t pe [to t], 


9209 ,- ds | 
(48) S(t) = rue (o) — 4; —(4)0)TS(t) + S(t) AU), app pe [to t] 


In plus, dacă V, = Læ (to t1; E") şi U(t) = U, te[t, ti], unde UC R' este 
izată arbitrar, atunci (44) devine 


(4^) min <P), g(t, u) > = «(0 g(t, OI > apt. pe [tota] 

Demonstraţie. Fie bj — (u,(-), ..., tu CUNT, dată prin ipoteza E,. 
Fie à( -) e% NV, gi u( Jeff, alese arbitrar. Prin ipoteză, sînt îndeplinite 
condiţiile lemei 3.1, şi vor exista ate R, u"*e(AC(ts,t ; E") *, Af ele (fo; 
t, ; R))* care depind numai de äi +), şi există ell. (fos ti; R))* astfel ca să 
avem 


(49) < R (8 (D), ap > + X dean git) > Eat ge 
Xx (C) +A (924 :)—0, pentru orice (y( °), a(-))e 40 (tt; E") X 
Le (boy ty Biz) 

(50) F < o eil, ch 

6 <ER (NI) M> +e (OF (gU), 8C) > 0, unde gi, 9t 
sint definiti in (11) şi (12), iar (g(-),&( -)) verifică 

(52) au = 0, E = A (p (0 + X H(t) (g(t, wt — glt, IO + , a(t) 
a (g(t,u(t)) — g(t, 4(t))) ap. t pe [to 4]. 


Deoarece f îndeplinește (43), din definiţia lui 2f (vezi (12)), deducem că 
D¥(y( +), «( :) —0 pentru orice (y( +), «(-))e AC (to, ty; E") X La (to h; R**). 
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Prin urmare (51) devine (alegem &,( +) = 0, Gul ') = 1 pentru j —1, 
n 


0 


(53) < C: GU) H(t), 94)» 20 pentru orice g(.)eAC(t, t; R°) 


şi orice DI -)e4/, care verifică 


(54) glt) = dE = A(t), Ft) + glt, U(t)) — g(t, &(t)) a.p.t. pe [iti] 


Mai departe, întrucît in (53), nu apar constantele of şi funetionalele df, 
AN, ui (care depind de 4(-)) rezultă că alegind un element 4(-) eV4(YV,, 
oarecare (spre ex. 4(*) = 4(:)) condiţiile (49) şi (50) devin 
09, ,- E ; SÉ 
(55) < (0), (4) + E u< en y) 2 2:0, pentru orice Di 
i=l l 
«( -))e ker 2; (-) cu proprietatea o (*) = 0, «,,4,(*) = 1, pentru toti j = 
=1,...., h, unde (y(-), «(-))eker Di(-) este definit prin 


d 
(56) y(t) =0 = A(t) y(t) + glt, u(t)) — g(t, & (t)) a-p.t. pe Da t] 
Acum, fie v :[tọ 4,] E" absolut continuă definită prin 


E 09, ,- k d) quw , 
(87) $(4) = E? (@ (5)) + P BEE —(A(0) qt) ap.t. pe [to 4]. 


Din (55) si (57) avem | | 
(58) CL, y(t.) >> 0 pentru orice a -)eAC(t,, t, ; E") care verifică (56) 


şi pentru orice ai Jeyn, 
Din (56) si (58) avem 
a 
— e dl, y(t) — dt. 


t 
(59) 0<< $(),9(5) > = |; z 
Mai departe, folosind (56) şi (57).din (59) avem 


(60) < (t), yi) >= | «9 (0, g(t, w(t)) —g(t 4(t)) > dit, pentru orice 


ul -)e& (Y ,. 


80 Teoria generalá a problemelor de extremum 


‘In felul acesta am obținut condiţia (44). 

În continuare, vom demonstra condiţia (447). 
Notám H(t, u) = <y(t), g(t, u) >, te[to, ti], geht, undev este cel din con- 
ditia (44). Deoarece d şi g sint continue rezultă că H este continuă. Alegem 
in lema 3.2, A(t) = 0, e(£u) — 0, F(t, u) = 0, Q(t, u) = 0, Q(t) = U pen- 
tru orice (t, ujeli t] x Er, Folosind condiţia, (44) si. observația 3.2 re- 
zultá cá sînt îndeplinite condițiile (a) şi(b) din lema 3.2, iar din lema 3.2 ob- 
ținem condiţia (44). Mai departe fie S :[t,, t,]-».2(E", ' E^) definită in (48) 

Folosind (48), din (53) avem 


(61) = <A(t,) 9(t), dt) >>0, unde DI -), verifică (54), iar BI :) verifică (48). 


"Mai departe din (61) obţinem 
1 


1 : E) € 
(2) — > «8g (a) F(A) > = 5 d ap «8050,90 t . 


pentru ş( :) care verifică (54).! 
Utilizînd (48) şi (54), condiţia (62) devine 


(63) = < S(t) 9(t),6 (4) >= NS 8 (08 (5, g(t, â(0)) — g(t, @()) > dt 


Luind în consideraţie (53), condiţia (61) arată că se verifică (45). 

În obţinerea teoremei 1 un rol esenţial l-a avut condiţia (43). Totuşi 
există probleme de control optimal în care chiar dacă nu este îndeplinită 
(43) în întregime totuşi condiţiile necesare de ordinul doi au o formă ase: 
mănătoare cu cele din teorema 1. Pentru a preciza mai bine cele spuse 
mai sus, vom considera o problemă de control optimal de tipul P, în care ` 
presupunem că mai sint i ad şi următoarele condiţii : 


(64) x = (40,2), ER, zek” T (0, 20), 2€ £^ fixat, 
6; (2) = «e, > + dy eR, deR fixate, ie(1, ..., E), 
e (5) = 0, ie(0, 1, ..., k}; 
(65) f(t, v, u) = (F (t2,u), Fit, *y al, unde 
F: [tot ]x R" x R'— B, iar f: [tot] x R" x R' — R" verifică 


(66) f(t, z, u) = A(t) z + g(t, u), unde matricele A(t) (n X n), 
g(t, u) (n x 1) sînt formate din funcţii continue. 
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Condiţiile (64), (65), si (66) sînt îndeplinite în problemele de control 
optimal în care atît sistemul de ecuaţii diferenţiale cit si funcţiile care dau 
restricţiile sînt liniare în variabila de stare, iar functionala de minimizat. 


este de formal F (t, e(t), u (t)) dt. 

O astfel de problemă, prin adáugirea unei noi componente la vecto- 
rul de stare z(vezi 20), capătă forma lui P, în care sînt îndeplinite (64), 
(65) şi (66). 

TEOREMA 2. Pie (2( -), à(-)) local optimalá pentru P, şi fie H = 


x Y, vecinătatea corespunzătoare. Fie o, f, ts, astfel ca (64), (65) gi (66) să. 
fie îndeplinite. Pie ipoteza E, îndeplinită. Atunci există constantele «,,ie{1,.. 
QE) și d: Da bz astfel ca să avem 


(67) f LFtt, 20), () + < 9(0g (59) > dt « 
lo 


Um (t, Z (0), w (0) + <(t), g(t, u (0) >Jdt, pentru orice al Je ën Vy, 


to 


(68) NI <= s0),8 00,20 < = 6,30 (0) — 
— FF nan, a mi, zu ato 
02 


pentru orice (2(-), u(:))e AC (to, tR") x (BN Y.) care verifică 


(69) Z(t) — 0 m AZ + ati, zm att, 8 (D) o. p.t. pe [f Y 
iar A -) verifică 
k 3 oF ~ ~ 
(0) $6) an P —A(04 (0 + FO, 8 () 
a.p.t. pe [to 54]. i 


În plus, dacă Y, = L, (to, 1, E*) si U(t) = U, te [to t], 
unde UCR’ este fixată atunci (67) devine 


(67 ?) ma ES Z(t), u) + «V (t), g (t, M >] =F (t, z(t), u(t) + 


< v (t), g(t, a) a. p. t. pe [to în]. 


6 — c. 894 
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Demonstraţie. Fie by = Däi A... ail CUN Fu data prin ipoteza By. 

Fie u(-) e&(1V,, &(:)e4$( V, alese arbitrar. 

Prin ipoteză sînt îndeplinite condiţiile lemei 3.1 şi rezultă că există afeR, 
Zelt, ..., k} ps (AC (toti; R"*1))* astfel ca să avem (vezi (7), (8), și (9)). 


(71) a? (&) + Sai < e, 2 (5) + ui (21(2(), à()) = — E (1)>0 
ful 


pentru orice (x (-), ă(:)) EAC (ty, bh: E"*!) x La (1,1, Ari 
care verifică à(-) = (0, ..., 0,1), 
h 


(71) uë 22 (2 ( ët Is 0, pentru 


dl à, (*)) care verifică & (*) = (0, ...,0,1), 21 (z(:),3,(:)) = 0. 
h 


Mai departe, deoarece a? gi uz nu depind de at Jeff avem 
H 1 , dom mu ~ 
(71") (71) + ru ) 2* (5) + Yi a < a a(t) > + pă (2r (2(),& () + 
4231 


DEE 
TE (@ (*), @,(-))) 20, 
pentru orice (z ( -)), «(-)) e A0 (f, t; R**!) x (UA F.) 
Alegem 4(-)- ŭ (*) si notăm a, = af, ée(1,..., k}, u = ue. 


Din definiţia lui 2; (vezi (11)), prin alegerea &(-) = 4( -) şi luînd în conside- 
ratie 2i(2( -), à, (-)) = 0, obţinem a( -) = 0. Prin urmare, (71’’) devine 


(12) tt) + Y ay <0; selh) > + u (2C ECS O, 
im] . 


pentru orice (a( -), u( Me AC(&, h; Er x (8N Pa). 
Fie 2( -), «(-)) e AC (ty, 4,5 E"*! ) x (&(YV,) astfel ca 


21 (a +), & (-)) = 0. Din (72) si din definiția lui 2? obţinem 


k 
(72’) 29 (f) + Şi a; « €,2(5) 2 2:0, pentru orice (a( -), «( -)) care verifică 
i=] 
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(12^ w(Je4 N Pati) = 0, S OF tz (t), @(t)) 2 (t) + 


4. P(t, 2 (0, u() — P (52 (0, 4 (0) 


dz 


a.p.t. pe [to t] 


Luind in considerare (70), din (72') rezultá 
ma — c (4) F < 9 (h), 2 (4) > 2 0, pentru orice (z (+), at 


care verifică (72"). 
E š i [A 
Deoarece avem < d (5),2 (h) > = | £ d «(t),2(t) > dt, din (73) 
5 fo 


prin calcul direct se obţine (67). 
În continuare, deoarece 4,C 4 (vezi (4) si (6)), din (71") obținem 


k 
(14) ze (în) + Y F< o % (4) 220 
i21 | 


ten E (hä, (C)6 AC(&$, 5 ; R13) x (WN V.) care verifică 21. (c, 
(+), &(C) + — 2-98 E h & ())=0. 


Din definiţia e 23 gi D¥ (vezi (10) si (11) obtinem cá (a, (+), Aal H veri- 
ficá ecuaţia 


e da? " ECK " 8 BERG 
(74) we (to) = hi at Exec (t, Z(t), &(t)) Z(t), Z(t) > + 


< E Lao uy — DE qu, 200, a 0), 20 > 
. 02 e 02 : 


a.p.t. pe [ot]. 
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Folosind observaţia 3.1, din v, (leën) V. şi (74^) rezultă <c; ze (4) > 
= 0, ie (1, ..., k}, iar din (74) obtine em 


(74") x9 (t,) > 0, pentru orice (4$ (-), 2, (:), u,(:)) care verifică (74’) 


ceea ce reprezintă pe (68). 
Mai departe, condiţia (67') se obţine din lema 3.2. alegind 


F(t, u) zx 0, G (t, u) = 0 gi H(t, u) = F (t, z(t), u) + < v(t), g(t, u) > 


Demonstrația este încheiată. 

Observajia 4. În obţinerea condițiilor necesare de ordinul al doilea, date 
în teorema 1 (2), un rol esențial îl joacă lema 3.1, iar rezultatele obținute, de 
această dată, nu mai depind de alegerea lui Ai Je UNF a Această proprie- 
tate 8-a obținut ca urmare a particularizării problemei P, prin introducerea 
condițiilor (42) gi (43) ((64, (65) si (66)). 

2, În continuare, vom da condiţiile necesare de ordinul al doilea pen- 
tru P, în forma in care ele nu depind de alegerea lui u( Jee ID fără a 
mai presupune că (42) si (43), sau (64), (65) si (66) sînt îndeplinite. 

TEOREMA 3. Fie (a(-), Eat A local optimală pentru P, relativ la 
vecinătatea V = Ÿ, x Fu 

Fie ipoteza Eg îndeplinită. Atunci există a, e R, ie (1,.. E : [lo 
t,]-- E^, S :[5,, WR (R", R”) absolut continue astfel ca să avem 


(15) Jj H (t, @(t), u(t) dt x H (t, (0), u(t) dt, 


(Ht, £, u, = <b (t), f(t, x,u) >) 


peniru orice «(9e Pu S a E (8 + se (2) =0, 


k — — = — 
(76) < le + H & 9; (5) 5, £z 0, pentru orice &cR?care verifică 


Se 


do ra E » i 
SE (£), E> = 0, ie (0,1, ...,), 


h li be E " 
| | < f(t, EI, w(t) — F(t, E(t), (0), 80 y(t) > + 


< XE, zaa — E. qu, Fy, Ti), y (0 >] dt>0, 
Ox Oz 


pentru orice u (-) e&y(1V,, y(*) EAC (ty, t, R”) care verifică 
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Ay 


(77) g(t)—0, FP 


= St. (t, 200) y (0) +f (& 2 0),u))— Fit, 20), 


a.p.t. pe [to t], 
unde d(-) şi S(-) verifică sistemele 


(78) (Am = bo (t) + G a, 40) v(t) = (ei e 


+ Sa «Jes ZC MI se) vo. 


as 


| 0? f. k : B l 
(10) E (e E a ui —— = 


aft ȘI T 
= LZ (t, & e» 8 ()4- 
, dë 
of „= EH a cue 
+ 8 (t) I (t, æ (t)) -- —— 6 (t) w (0)) a.p.t. pe [to t]. 
Ox Ox? 
Demonstrație. Fie {u (+), ..., Zil) }EeWN Vy dată prin ipoteza E}. Prin 
definiţia lui Ej avem că este îndeplinită ipoteza E,. Prin urmare din lema 
3.1 obţinem că pentru fiecare & (-)e CH V,, Ee R, < pi (5) £2» — 0, 


de (0,1, ..., k}, gi fiecare u (° Jeun, există «f? e R, uit e (AC (ty, 
45 R*)* X5e(L«(t,, t ; R))* gi există XE e Lo (tp t; R))* astfel ca să fie 
îndeplinite 


(60) of < PE (Hy), ylt) WEIS et + 
i=0 i 
h . = 
+ EFO K naa) = 0, 
jul 
t ur OM y = 
PR JE (&) 


(81) ast = 1, XE 0,1 <0, je (1, ..., h}, 
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Jt) >+ 


(82) Ja RITU (5 E29 y dt- Ze 


i =0 
pt 2: ((-) «()) 20, 
unde &(-) = (0,...,0,1), iar 2( -)EAC(t,,t, ; E") verifică ecuaţia, 
Semer 


A 


(83) AM = 0, w=: = B (t, (0) ad + ftt, 20, HEE) ft, BO), 
l pum pe [to 4] 
(vezi (12) din lema 3.1)). 


Operatorii 2; si 2F sint definiti in ed. și (11) (vezi lema 3.1). 
Deoarece u;(-)eE%,NV,pentru je(1, ..., h}, obţinem 


ty H ~~ č č — e e 
(84) \ «y, (t), Flt, 2) (0) — f(t, 20) > dt = 0, pentru toţi ie(0, 1, .. 
to 
, k}, şi pentru fiecare je(1, ...,%}, unde ¥,(-) sînt daţi în (5) (vezi P). 
Mai departe, folosind observaţia 1, avem din (84) 
(85) <22 (GI, J; (t) > = 0- pentru toți €(0,1, ...,%}, şi pentru 
x 

toţi je(1, ..., h}, unde y, (Je AC(t,, t, ; E") verifică ecuaţiile 

d ðf n- i GE 
(99) md = 0, ME — 2. (t) qt) + f BY — Tti, 

a.p.t. pe [to ?,]. 

Definim y,( - ).eAC(t,, ?, ; E") prin 


(87) ail Y y, C), unde y,( +) verified (86). 
FER) 


Folosind (85) si (86) obtinem 


T (II, y, (4) > = 0 pentru toti te{0,1, ..., k} 


Cap. ll, Sisteme de control optimal 87 
Fie «,(+)€Le (t, t; R*+!) definită prin 


(89) «,(7) — (1, ...,1, 0). 
A 
Deoarece y,( :) verifică (86) obţinem cá y,( +) verifică 
(90) y,(to) = 0, Sy. — a PC &(t)) y(t) + $ (fit, 20) — fit 00) a.p.t. pe 


dt 
Lto 41]. | 
În continuare, din (89) si (90), folosind (10) (vezi lemma 3.1) obţinem 


(91) Di (y. (°), %(+)) = 0. 


Mai departe, folosind | (91), vom arăta că există un sistem unie(«,. . 
gu L) € E x(AC(f, t; REI" care verifică (80) si (82) 
Din (80) si (81), pentru y(-) (+), «(*) = gel je obținem 


(92) b awe (1) =0, unde Aet S < pentru totij e{l,..., h}. 
Folosind propoziţia 2.3, din (92), obţinem 
h a A - zi] 
(93) 0 = Sai) = — ¥ lbs 
j=l j=1 
Prin urmare, Vids = 0, pentru toti je (1, ...,h). 


Mai departe, fie (aj...) ar, H (a1, «+, oy’, n"), două sisteme astfel 
încît (80) să fie îndeplinită. "Deoarece ați = 1, scăzînd membru cu membru 
în (80) şi luînd în consideraţie (93) obţinem 


(94) Eis — aile ge (GI yl) >+ (e! — 2") Diy (-), @( +))) = 0, 


pentru orice al A = (o^( -),0), et Je Life t, ; E") gi orice gt Je AC(ty, tp R"). 
Mai departe din (94) pentru (oi -), «(-))eker Di, obţinem 


(95) Y («i — iis SÉ (G6), ail = 0, pentru orice d (et (fy 
inl 


t,; E") si orice y( -)EAC(ty, t, ; E") care verifică 
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SC 


d f i mE. € 
(96) tt) — 0, at 35 (6530) yl) -- X, «0 (£686) 7 (6 8(0))). 


& 


a.p.t. în [to 4]; " a: 

(vezi (10), unde fi 62 = fit, v, u, (t), F(t, 2) = fit, v, H(t), iar (+) 
sint date prin 

Ín i M folosind ipoteza E$ şi observaţia 3.1, din (95) si (96) 
avem 


k 
(97) Y, («i — a)y; = 0, pentru orice y = (yj, ..., y) € E". 
Da | 


Prin urmare, a; — o; = 0, pentru toti ie{1, . k 
Mai departe, vom arăta că avem u' = p”. Notăm bo = (mul), = Mal Ab 
unde #,(-),j = 1, ..., h, sint date prin ipoteza E$. Din lema 4. 3 obţinem 
că 2: AC(ty, t; R” Ké (to, bi HR P AC hi "m este surjectie, iar 
din (94) şi (97) obţinem y' — u” 

Prin urmare, în condiţiile (80) d (82) sistemul (a, ..., luu) nu de- 
pinde alegerea lui 4( -)eE%NY,. Mai mult, folosind (93), rezultă că (80) şi 
(82) sînt de forma 


(98) X a, < S (ate), yla) >+ RIDE af A € feed Men 0, 


D 
KN en ER Tm (2 = = 0, pentru orice «(-)e&(|Y, şi pentru orice (y(-), 
îm 0 


ei :))eAC(ts, t, ; R^) X Lolto bi; R*+!), unde % = 1, i$ <0, 


(99) ŞI ae ES (SADI), Ii) > +e (2F (PC), 8(-))20, 
i=0 : 


X &, < SE (E) Z.E > 20, 


pentru orice E €R?,u( -)e&,(1Y, şi pentru orice (7( -), «( ))e AC(t, t; R”) X 
Læ (to; bi R*+!) care verifică 


(100) &(-) = (0,...,0, 2), Ito) = 0, GE em lem + fe, 30, 
A 
&(t)) — F(t, H(t) ap.t. pe [to t] 


< E (£) E 2 —0i€(0,1, ..., k}. 
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Mai departe, obtinem | 
k H 
oe ( (98) +3199) X «| < 7? to) yit) + 2< SH COLO 
i20 


ou > ben Aal Ui DE OAC 0, = 
= 1, pentru orice «( - )E® NV, 
$i pentru orice 
(y (+), æ (+), (Y (°), Z ()) 64€ (tos ti; E") X Lo (to t1; R**1) care verifică 


(102) a (+) = (a? (+), 0), e (+) € Le (to, 5 E^), (Y (+), œ (-))veritică (100). 


Mai departe, vom obţine (75) din (98). Pied, [t t,].E" dată in (78). 
Din (98) avem 

(103) < v (5), y (ta) >= — N (eat ))29, pentru orice  (:)e f) y, şi 
pentru orice (y (-), «(-)) € ker 2f care verifică «,,, (t) > 0a.p.t. pe [to t]. 
Deoarece y (ta) = 0, pentru (y (+), «(-)) eker DY, din (103) obţinem 


104) 0« «4 D şti) > = E <b (0,9 (0 dt = 
A 


= 5, a; (0 «9 (t), f (& 2 (0 — F(t ž (0) > at + 


+ N san (t) < Y (t), f (E È (1), u (0) — f(t & (6) & (1) > dt, pentru orice 
to 


u(:)eZNV, gi pentru orice on (°)€ Lo (to 1, ; R) care verifică apa (1220 
a.p.t în te [t t]. 
Alegind 4,(:) —0, pentru toti je(1,...,h), si Gan (t) = 1, 
telts 1,], din (104) se obține 
bh - n 
aoo) — | «$(0,f(58(0, (9) — F(t, (0),  ()) >dt 2 0, pentru orice 
te 
u(-)eZNȚȘ.,. 
Din (98) şi (105) avem (75). 
În continuare vom obţine (76) din (101). Fie 8 : [4,65] de En 
definitá in (79). Din cs lui dt -) şi S( -), (101) devine 


(106) ht, y* (4) >+ 5 < S (i) y (4), ¥(4) 2 20, pentru orice 


ul d € UNV ay 
(y* C, et (C, «() € AC (f 5 5 R°) X Lo (toti; Rn) 
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eare verificá 


(107) GI *), a (-)) verifică (100), iar (y* ( ), a* (*)) verifică o (-) = 0, 
2: (y* (+), 0) + SE (C), € (3) — 0. 


Deoarece a" (to) = 0 şi 7 (^j) = 0 din (106) obţinem 


(108) 0 <<y (t), y" (4) > + SÉ 8(5)g (4,9 (4) > = 


— h d * H nd = 
m «9, y* () > dt + 5 |; T «80g 0,2 (0) >a 


7 <Š «90 f6 30 30) — 76,8 0), 9 05 0t 


d ü aa ~ E 3 — me 
zl «8 (0 (St 5 (0), am — 7 ëm, 9 () > at, pentru orice ( +) ed NP, 
lo 

şi pentru orice 3( +) care verifică (100). 

Condiţia (108) împreună cu condiţia (99) ne dă (76). 

Următoarea teoremă cuprinde un rezultat asemănător celui dat mai sus 
cu deosebirea că (76) capătă o forma locală și deci mai explicită. 

TEOREMA 4. Fie (& (-), č, &( -)) local optimală pentru P, astfel ca y, = 
= Lo (to t, E") Pie ipoteza Eg îndeplimită Dacă mulțimile Q(t), t € [to ti] 
verifică proprietatea L atunci există «, € R, 4€ (13, ..., k}, Y: Da ti] >R", 8: 
[to ba] (.R^, R"), astfel ca să avem 


MEET S a ~ à ee | 
(109) y; «,  (£)— 0, | H (t, 2 (t), u(2)) a> | H(t, &(t), à(t)) dt 
Ze dE to fo 
pentru orice u(-)EU (H (t, z,u) = dl, f(t, v, u) >), 


Ze 
EE 


k mL. iai 
(110) Xa (E) & E >> 0, pentru orice Fe R” care verifică 
îm0 


< E (Č), E > = 0 pentru i€(0,,.., k}, 
<S (t) (f(t, @ (t), e) — f(t, 2 (0, ())), f (t, 2 (t), e) — f(t 200), HY) > + 


< z < (2), f(t, 20), o, — f(t, e(t), (t) >, f(t, 20), o) — f(t, 20,40) > > 0, 
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pentru orice w E Q(t), a.p.t în t € Ia t1], unde V( -) gi S( -) verifică 


ax) (wo = v 0 + X sien ) Me) = Zi X sen — 


ay f Lë T 
m" = (Le, c 0) v(t), a.p.t. int e [to t], 
l a, k po nate 
(112) S(t) = lit Ye al Gt), — FS = 


-lfa Sum 9f zy 
Eë 10) an + 80 nam 


oH z * a 
aa (e GO, U(t)) > a.p.t. în t € [ty t] 


iar Q (t), t € [to t] sînt date în (64). 

Demonstraţie. Prin ipoteză, sînt îndeplinite condiţiile teoremei 3. 
Deci, vor exista constantele oe Zell, ..., k}, V(-) şi S(-) astfel ca (75), (76), 
(78) şi (79) să fie îndeplinite. 

Condiţia (109) este identică cu (75). Mai departe luînd în consideraţie că 
Q(t) verifică proprietatea L, vom arăta că din (76) se obţine (110). 


Alegem Am = 2 (t, SI e(t, u) = f, IL u), Gu) = 0, H (iu) — 0 


gi Fit, u) = (f(t, 2 (t), u) S(t) + = < (t, f(t, GI, al >, pentru orice 


(t, u) € [to t] x E. Conditia (76), cu aceste notatii, devine 
h 

(113) | F(t, W(t) — F(t, ëtt, J) >dt>0, pentru orice à(-) € 4 
lo 


g(:)€ AC(t, t; ; E^) care verifică (io) = 0, ` Să 


= A(t) IE) + e (t, T) — e(t d). 


Din definiţia lui 4, (vezi Po) și a lui Q(t) (vezi (6)) rezultă că orice u( :)e Le 
(to; t ; E) care verifică u(t)EQ(t) a.p. t. în telts, D) îndeplineşte condiţia u( +) e 
4/,. Prin urmare, (113) este îndeplinită ; în particular, pentru orice A :)e La 
(to, 1, ; E") care verifică «(t)eO(t) a.p.t pe [to t]. 
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Prin ipoteză, mulțimile Q(t), Zelt, t,] satisfac proprietatea L si folosind 
lema 3.2, din (13) se obţine 
(114) <F(t, u) — F(t, à (t)), e(t, u) — c(t, &(t)) 2:0, pentru orice 
u € Q(t) a.p.t. în te [toy tu]. 

Luind în consideraţie notatiile făcute, condiţia (114) exprimă că 
este îndeplinită (110) şi demonstraţia se încheie. 

Observaţia 5. Dacă în P, domeniul comenzii îndeplineşte condiția U(t) = 

= U, te[t,, ti] unde UCR’ este fixată, oarecare, atunci în condițiile teore- 

mei 2 din (109) (vezi teorema 2) obținem principiul de minim punctual 
min < Am, flt, îti), u) > = «0, fit, H(t), N) >, apt. pe [t]. we U. 


Această observaţie este consecința imediată a lemei 3.2. 
În continuare, vom formula un rezultat în condiţiile în care P, nu indepli- 
neşte ipoteza E», ci numai ipoteza E. 


PROPOZITIA 2. Pie (8 (-), E, (-)) local optimală pentru P, gi fie ipo- 
teza a îndeplinită. Atunci pentru fiecare u(-) E UoN Vu E ER? astfel ca 


"E Č), E>= 0,2€{0,1 ..., k}, există «Pt e R, pes ( )gi SE ( :) astfel 

ea 8ă avem 
B are e h E ^ gi us 

(115) Sati E(B) = 0, | HME 6 em, n) at [HE 90,90) at 
defi to * lo 

pentru orice «(-) e UN V, (HEE (t, v, u) = < YEE (t) f(t, x, u) >), 

(116) i4 Peu e (Zi f < FEE (1, (2) pron >at>0, 


unde FEE (t, u) = (f (t, è (t), u))? STE (t) + 2 
rifică ecuația 
(117)7(&) = 0, GER dl 2 (t, BE) ag + ftt, ZO, W) — ft, 200), N apit. 


pe [to t], unde YEE re Y — R”, 8% [top 1,] (R^, E") 
verifică ecuaţiile 


Géi Ge d H cd WE Ss dy" 
(18) YE (4) = (e + yc of) i. St = 


= (Z pa! PPE (t) a.p.t. pe [toy t] (dem = Polt) + E: aid, (0), 


nm GU, u), tar g(-) ve- 


ml 


Ge 2 prune SÉ € 
Si (4) = Sek + ps Zem -ast -(£ (d Di SR) 4 


g«tqo 8j di a + - H*i (t, ëm, ëm ap.t. pe [to t]. 
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In plus, dacă Y, = Lo (tos ta; EI) iar mulțimile Q(t), te[to, tu], (vezi (6) 
A proprietatea L atunci pentru fiecare wEQ(t) există constantele aș, 
ie{0,1, ..., k}, a820, nu toate nule astfel ca să avem 


(119) y; o EE (p) o He (e, an, ule) > at > G rm, zu) at, 
í =0 E lo fe 


pentru orice u( Je (H? (t, v, u) = «wy? (t), f(t, «,u—), 

(120) «Fe(t, o) — Ft, à(t), FEl) o) — f (t SI, & (0) 20 apt. pe 
[to, t), i 

unde 


Sait, u) = (f (t, SI, all 8° (2) + ae (t, Š (t), u) > iar de (+), Bei 


sînt definite în (118) corespunzătoare constantelor aș ie(0 ,1, . . .,k). 
Demonstraţie. Fie 4(-) EIN Y. si «(-)e& (1T, fixate. Din lema 
3.1, alegind «,(-) = 0, je(1,..., h}, rezultă cá vor exista ate R, 
T i e(AC(h, 4$; R"))*, Ate (La (tos t; R))* astfel ca să avem 


(121) X ROSE (€) — 6, E déi d S. un y (4) >+ 
+ w^ (92(y (+), «() + diis 26, 


pentru orice (y(:), «(:)) € AC (ty, h; R") X La (lg, t; E^) astfel ca 
«(*) = (0, ...,0, e(*)) 


(122) at =1, ME e d 
(23) $ p? < EH HE E> + y atc 9 uy SA 7 > + 
$-0 0g? i20 dai "d | 


+ EG CITT 2 0, 
unde (Z(:), «(*)) € AC(t, #3 R°) x Le (to, t; R*+) 
verificá 


(124) «(.) = (0, ..., 0,1) y(t) = 0, FEL & (t) g (t) + 


+ f(t, a(t), a(t) — Flt, 20, 20), 
unde 2* si 2: sînt dati în (10) si (11) (vezi lema 3.1) 
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Mai departe, obținem 


ed = uE P ei 
(125) (028) + 020) > y fi < SEE > + 
e saf Bei gei | 
uk PE, 
tà y [< Ox g? I (h) >] 


+ BF (DEY), «CD T 9RGC £C) — XC), pentru 


orice QU Lk ei (FC), CEAC Gabi 2") X De (to, 1; E^) care 
verificá 


(126) «(-) = (0, ...,0, a%41(-)), QU ), «(-)) satisface (124). În continuare, 
din (121) si (122) vom obtine (115). P 
Fie Q^5(.) definit in (118) corespunzător constantelor of® ie (0, 1, +) El, 


care apar in (121) si (125). Conditia (121) devine 


(127) <8 (4), y (5) > = — NÉE (arl 3), pentru orice (y(-),«(- Heidi 
4,3 R") X Lo (to, t; E'*!) care verifică 


di 


a, 
= E(t, am am: 


(128) «(*) = (0,...0, Gan ()); y(t) = 0, 


+ f(t, & (t), u (t)) — f(t, z(t), SO (y ( -) eker 2:(-)) 
Folosind (122) avem — 22 5(1) > 0 şi din (127) gi (128) rezultă 


(129) 0x «ei (t), y (5) >= E ar « dEr, y (t) > di 
es f < dër BI, f(t, (t), a(t) — F(t, 20, a) > dt, pentru orice «(-) e 4. 


Mai departe, vom obţine (116) din (125). Alegem 
(y*(*), «*(*)) € AC (to ti; BR”) X Lo (to, t; R*+!) astfel ca 


(130) a*(-) = gti) = 0, 2t((y(-),0)) + 3 289 C), 2(:)=0, 


unde 3(:) şi «(-) sînt cele din (124). 
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Din (125), pentru «(-) = 0, y(*) = y*( :), obţinem 


(131) iX abt < SÉ (E) E, E> + « 9*5 (5) y*() > 


un < S*2(t) DI (44) > 2 — ME (0) — 0 pentru orice (g(*), €(*)) 


care verifică (124), unde y*(-) îndeplineşte condiţia, (130), iar (^t, SE sint 


definite în (118), corespunzătoare constantelor a€ care apar în (125). 
Prin definiţie avem y*(t,) = 0, iar (131) devine 


- t d uE * 1(^d uf 
(132) "s d < yt), y (y>at + >f ac C850 90, (0 dt 
lo ` lo 


t (E) E, E >, pentru orice (7(-), & (-)) care verifică (124). 


+o Rat 
Mai te derivind, din (132) se obtine (116). 
A rámas de verificat (119) gi (120). Fie E C [to, t1] mulţimea punctelor Le- 
besgue (vezi definiţia 0.15) pentru f(t, x(t), &(t)) si fie N C [ts, t] datá prin 
proprietatea L a mulțimilor Q(t), t € [1,, t]. Avem más N = 0 gi más N= 0, 
undeN = [to GR (vezi propoziţia 2.2). Fie t, € (to; 4)\(NU N)si o,€ Q(t, ) 
alese arbitrar. Din proprietatea L pentru Q(t), te [toy 4], rezultă că există 
u, (+) € Le(ty, 3 E") astfel ca u(t) € Q(t) pentru orice tE [f,, ¢,] (prin urmare, 
WE ) EUo) U (ty) = Oy, iar teste punct Lebesgue (vezi 0.15) pentru Ugl’). 
Pentru fiecare c >0 care verifică ec l4, —t,, ext, — ty De, Jee Das 
t; E')datàá prin 


u,(t) pentru tE (tx — s, t + e) 

4 (t) în rest. 

Deoarece &(-), u,(.)e,, iar t, este punct Lebesque pentru «,(-) deducem 
cu 4, (-)e%, şi t, este punct Lebesque pentru w;( : ) oricare ar fi e > 0 sufi- 


cient de mic. Fie 7*(-) soluţia ecuaţiei diferenţiale din (124) corespunzătoare 
lui 4£(-) (w( +) —«£(-)). Mai departe, pontou ) = wi(*)8i E = 0, din 


(133) ai) = | 


(115) şi (116), împărțind prin Bp, = X | e$ | rezultă că pentru fiecare c >0 su- 
ficient de mic există constantele oj,, aj, = 5 i de (0, ly bh Ope 290; 
£ 


k 
Y, | oi, | = 1, astfel ca să avem 
1-0 


maa f < pofte, au) > at > V e HUH, ft, ëm, a) > at, 


to * to 
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pentru orice 4(:)eZ, unde d£(-*) este definit în (118) corespunzător con- 
stantelor af, è = (0, 1, ..., k} 


(135) e < F* (t, ut (t)) — Fẹ (t, @(t)), gt (D dt > 0, 


pentru SC (:) care verifică (124) pentru @(.) = v£(-), unde Fe (t, u) = 
= f(t, a(t), af Si) GC S SE de (0), (f(t, $ (t), u) iar S* (.) este definit in 


(118) corespunzător sâni satele aj, (ein, 1, ..., k}. Fie (elen un gir 
convergent cátre zero de numere pozitive. Pentru fiecare c, suficient de 

mic, fie wi"(.), en, dn si S7(.) astfel ca (133), (134) si (135) să fie 
indeplinite. ; 


-k 

Deoarece Y; |a? |=1, rezultă cá vor exista constantele a, Zei, 1, ..., EI 
î=0 

si un subsir {ennjmen C Tele ey astfel ca să avem 

(136) à |, | = 1, %, > 0, lim rm = a, ie{0, 1, ..., k}. 


Din (118), in mod Ee rezultă că există V.(:), S,(-) 
absolut continue care verifică (118) cu constantele «,, şi astfel ca 


(137) lim |?» (t) — q,(t?)| =0, lim |a&n(î) — 84 (t)| =0, uniform în 
mo * 
tE [to t,], unde s,;(-) este un element al matricei de funcţii S, ( . ). 
Din (134) şi (137) obţinem 


(138) N < V, (0, f(t, 20), u(t) >dt > y < d, (0, f(t, 20, &(0)) dt, 


pentru orice Ai -) e&, iar condiţia (119) a fost obținută. 
Mai departe, din (135) vom obţine s Notám 


(138) P,(t, u) = (f(t, (t) al S, +2 2$ V, (t), f(t, X (0, v) >, unde 


S,(.), V,(. ) sînt cele care verifică eg gi (137). 
Deoarece pentru fiecare ex, suficient de mic condiţia (135) este îndeplinită 


obţinem cá pentru orice 3/*"»( .), care verifică (124) are loc 
fh 
(139) 0< < P" (t, w^ (t)) — Pet, @(t)), y^ (t) Sat = 


=) <F, (t u^ (1) —F, (4D), v) äu «FR v?) — Ft, v? (0) + 


+ P, (t, ëm — F? (t, & (1), 9 (t) > dt unde Art, ) = Fin, WEI) = utom (+); 
y5 (+) = ym.) 
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Pentru fiecare ¢,,, suficient de mic, din (133) pentru e= e,,, se obţine 
că u™(.) € Do (to, ti; BR’) si u?(.) sînt uniform mărginite în raport cu me N. 
Fie Q C E' o mulţime compactă astfel cá Z(t), u? (t) eQ pentru Celia, lei 
pentru orice Ens Eng, Chi — fen Eng « 0, — bo. 

În continuare, folosind (137), obţinem 


(140) lim IF? ai — F(t, u)| =0, uniform în raport cu (t, v) [to 4] XQ, 
m-> 00 


unde F* (t, u) si F, (t, u) sint definite în (135) şi (138). 
Mai departe, impártim prin Ze in (139) si deducem 


(141) 0 « - « F, (t, u” (t)) — P, (t, 400), = j" (t) > dt + 
2 Enm "hm 
+= « F2 (t, u(t) — F, (t, u* (0) + F, (t, &()) — F” (t, (0), 
l (> at. 


Deoarece t, este punct Lebesgue (vezi 0. 15) pt. f(t, 2 (t), 1 (t)) din definiția 
lui şt (.) (vezi (124) corespunzătoare lui v (>), obţinem 


(142) 50 = DI SI 0) —F (tes 2(), &(,)1 + O(s, 1), 
t e(t, — e, t, + e), 
unde |O (s, t) | < n (e) și lim 4 (s) = 0. 
Din (135) gi (133) avem 
(143) e(t, u (t))—F 2 (t, (0) (Dest, w, (2) — F? (t, @(t)) telt, —e, t, + e) 
0 în rest 


F, (t, v? (t)) E F, (t, SI ES {F, (t, 4, (t)) Ss F, (t, & (?)), te(t, — €& t, + e) 
0 in rest. 


Folosind (143) obţinem că ambele integrals din (141) se pot considera, nu- 
mai pe intervalul (t, — Cam) t, F Seel, 


Mai departe, din (140), si (142) rezultă că a doua integrală din (141) tinde 
către zero pentru m — co. 


Y — c, 984 
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Prin urmare, pentru m — co, condiţia (141) devine 


(144) 0 « lim 


m-»o 2 Enm 


m <F, (t, u, (t)) — F, (t, & (1)), lim EN g(t) >dt= 
SC 2 Enp 


1 Le ttn 
— lim " <P, (t, w, (0) — F, (t, (t), f (ta îti), 0) — 


— f (t,, 9 (t,), & (t,)) > dt. 


Deoarece t, este punct Lebesgue pentru f(t, x(t), &(t)) şi u,(-), din (138’) 
deducem că t, este punct Lebesgue şi pentru It, u(t) — F(t, 4 (t). 
Prin urmare din (144), obținem 


(145) 0<F, (tys U, (t,)) —F, (5, ut, )); Fitas &(t,), ell kg LH at, ) (t, Uz 


Luind in consideratie (138) si Ee lui 4,(.), condiţia (145) reprezintă 
pe (120) pentru ¢ = t, si o = o, 
Deoarece t,e(t, 4) N oU ) și w,eQ(t,) au fost alese arbitrar, iar más 
(NUN) = 0, din (145) si (137) se obţine condiţia (120) si demonstraţia 
este incheiatá. 

Observaţia 6. Dacă în P, avem U(t) = U, te[ty, t), unde UCR" este 
fixată arbitrar, iar y, = Le(lo, bz E^), atunci condițiile (115) şi (119) din 
propoziția 2 iau forma principiului de minim punctual : 


(115) minc ek (6), fit, 2) (0, U) > =< FU, 8 (0, 8 (0) > apt. pe 
ek KC v? (t), f(t, 200), v) = < p(t), F(t, (t), &(t)) Aapo dd 


Zem remarcă este consecinţa imediată a lemei 3.2 şi a condiţiilor (115) 

i (119 

$. În ES vom formula condiţiile necesare de ordinul al doilea 
pentru P in „cazul în care lipsesc restricţiile funcţionale de tip egalitate 
e (2(4)) + Qi ' (£) = 0, Zell, ..., k}. Acest rezultat; se găsește gi în (9, a]. 
Notăm cu Py problema de control optimal P, in care nu sint pr ezente 
condiţiile finale o; (2()) + qi (E) = 0, dne ..., k}, gi în care avem 


(146) qz) = po(2) po = 0. FER DIET : 


TEOREMA 5. Fie (ii, SI A local optimalá pentru Do. Atunci 
există v: [to 4] > E" S: [to 4] LZ (E^, R") absolut continue astfel ca 


mai (EGBO, «(9 a2 P2 0, at, ao) at 


to 
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pentru orice u(-)e%NV, (H(t, æ, u) = bi), f(t), e u) >), 
(148) Jj «F(t, 4(t)) — F(t, 4)(t), g(t) > dt > 0, pentru orice 
(g( -), GI: Med Ota t; CIE? care verifică 


(149) 
V zu, ae, at at =(" ze, at, am > a 
to to 


(150) g( = 0, SD, it) gto + Fle, BO), à) — T, SL unde 


(+) şi S(-) verifică sistemele 


(151) Am Ef He), — Kë a j H acp.t pe Lio tls 
8(&) = ŽL aa E GE (t ae) jio + so 2 LP 


Ut) > a.p.t pe [io t]. 


În plus, dacă mulțimile Q(t) = {u € U(t) : « v(t), fii, 20), u) >=<yti), 
f(tx(t), 4(t)) elt, ta], îndeplinesc proprietatea L iar Vu = Lo (to br E!) 
atunci avem 


(152) <F(i, ai — F(t, 20), f(t, H(t), ai — fit, čt), H(t) > > 0 pentru 
eus wet), unde F(t, u)=(f(t, a(t), u))* S(t) + Z mm x(t) wu) >. 


Teorema 5 este consecința imediată a teoremelor 3 si 4. 

Observatia 7. Dacă în Py avem U(t) -U, te [to til, Y,— (fa 5; 
R') unde UCR" este fizată arbitrar, atunci din (147) obținem principe 
de minim local 


(147) mn < p(t), ft, at), u) >= < Am, "n GU, BO Teli p.t in 


Elto în]. 
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Această remarcă se obţine din lema 3.2, alegînd A(t) = 0, 


e(t, «) e 0, F(t, u) = 0, Gt, u) = 0, H(t, u) = < q(t), f(t, (t), u) > gi 
Q(t) = U, te[to, tj]. 


$ 7. CONDIŢIILE NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRUP, ÎN CAZUL 
ÎN CARE DOMENIUL COMENZII ESTE O MULŢIME DESCHISĂ (PROBLEMA Po) 


Vom studia problema P, în cazul particular în care domeniul ys 
menzii este o mulțime deschisă fixată, cu alte cuvinte, avem U(t) = 
pentru orice te [ż $], unde UCR’ este deschisă. De asemenea, ee 
simplitate vom presupune că o, te{0, 1 , k}, nu depind de EeR?. 
1. Cu riscul de a ne repeta vom reformula ‘problema de studiat 

Fie date e: R” — R, f:[t, t] x Bx RoR, ie(0, 1,5555 Eh 
Za em, 


continue cu matricele derivatelor de ordinul al doilea ` 
0y? 0y? 


9 


2 
x. oh continue pentru toti Zei, 1,...,k{, je(1, ..., n}. 

y w ĝu? 
Fie dată UCR’ deschisă şi fie yc £^. Problema pe care o studiem este 
următoarea : să se minimizeze 9,(y(t,)) pe mulţimea Leet ral (y(-), uf *))e 
eAC(i, t; R°) X Lo (toy ti; R) care verifică condiţiile 


(53) am — v, + feo ¥(s), vil de, te Be nl, unde oe R* d'A t 
sint fixate i 

(154) «(t)eU a.p.t în te[t,, hi], 

(185) gylt) = 0, Zei, ..., k}. 


Pe n departe, vom nota Nis problemă cu Po. Fie (oi -), &(-)) local 
optimalé. 

Înainte de a formula rezultatele vom face citeva precizări : 

Fie: D: AC(t,, ti; E") x Lolto ti; BR’) > AC(t,, t5; R”) definit prin 


(156) D(y(-), «(*)( = y (t) — Yo nm y(8) u(8)) dei telt tl 


Fie q:E" — R? dată prin 9 —( el gi die 7: AC(t, h; RE") X 
x Lost; Bt) > REX AO 0538) definit prin SE 


(157) T(y(-) «(*)) = (e(y(), DOl), v(*))- 
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Din ipoteze, folosind teoremele a.7 și 3.8 deducem că ọ gi D sînt continuu 
diferentiabile de ordinul al doilea în (7( -), &( -)). Prin urmare, T este conti- 
nuu diferentiabil Fréchet de ordinul al doilea în Gi A, 91 A1. Avem 


(158) de(7(t.);7) = ( < E GR, y>, Ze, ..., 2 
dee (9(5); A) = (< E (7 (ty) >» Zei), ..., 2)" 


(159) àD(y(*), 4(*)); YC), WO = yl) — ( 


to 


E (s, 3(5), ëieiate + 
y 


UT (8, g(s), Giel «t| ds, te[to, t], 
uy 
d?D(3(*), â(-); yC), ul); Y) e) (0 = 


0? f 
Oy Ou 


(-{ I-x (s, Sek, d(s)) gek y(s) >+2< (s, F(s), &(8)) y (8); 


le 
u (8) >+< of (8, 7 (s), &(s)) u(s), ais) >| ds, Zeil 1, m), unde 
fe (nf | 
În cele ce urmează vom face următoarele ipoteze 
Ipoteza ia, Veclorii E (y (5$)), <- P (GI) sînt liniar independenti 


avem. (y = (cs m < SE (Henle) at De ker (D (y 
(+), a) 


Proprietatea R. Spunem că d (-) are proprietatea R dacă avem à( -)C- 
C Da 4]x U, unde &(-) este definită în 0.14. - 

Este evident cá dacă U = R’ atunci proprietatea R este îndeplinită 
pentru orice «(:). 

Observajia 8. Dacă ŭ (*) este continuă pe porțiuni atunci condiția d ( +} 
C [to ta] x U este echivalentă cw & (t + 0), &(t.— 0) € U pentru orice te [to 
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t , m ; y — 
i] Într-adevăr, din propoziţia a. 1 se obține că mulțimea %(-) (t) = 
= (ue Er: (tu) e &(-)) este egală cu {H(t + 0), &(£— 0)), iar din &(-) 
C [t,t] + U se obține 4 (-) (t) C U pentru orice te [to t1]. Mai departe, fie 
QC E conul convex deschis Q = {te R: t <0}; fie X, Y spaţiile 
Banach date prin X = AC (t),t,; E") X Le (to ti; E"), iar Y = R*x AC (t,, 
5; R”). 

Fie K C Y conul convex închis dat de K = {0p}. 

Fie 06: X — E dată prin O(y(-), «(-)) = es (9 (4)) — eo (7 (5)). 

LEMA 6. Fie (J (-), &(-)) local optimală pentru Po şi fie proprietatea 
R îndeplinită. Atunci = (y(:), ŭ(-)) este (0,Q; T, O,) extremal de 
gradul zero. 

Demonstraţie. Avem O (2) = 0. Din propoziţia al rezultă că a -) 

— Fa 
este compactă şi prin urmare @(-) (t) — (ve R :(t,u) e &(-*)) este com- 
=. 

pactă pentru orice t e [tẹ t]. Din proprietatea R rezultă cá &(-) (t) C 
C U, pentru fiecare te [t t]. Deoarece U este deschisă gi %(-) (t) este 
compactă, rezultă cá există € e (0,1) astfel ca sfera a Sc R’ închisă de 


centru originea gi de rază e să îndeplinească condiția TE )(t) -SCU pentru 
orice te [t 1, ]. 

Prin urmare, pentru orice u (+) e La (to 4; R’) care verifică || u ( +) |] < 
T, avem i (-)(t)-+u (t) e U a.p.t in De ti]. Mai departe, din propoziţia al 
avem 4(t) eá(-) (t) a.p.6 în [to ¢,] si prin urmare, avem (160) &(t) + 
1 TE U a.p.t în Da t,], pentru orice 4(*) e Lo (to ti; E") care verifică 

S i €. 

Fie V = V, x V, vecinătatea dată prin definiţia optimalitátii locale. 
. Fie Vu C Le (to; i; E') sfera cu centrul în Z(-) gi de rază €, gi fie 
V vecinătate a lui 2 dată prin V = Y. x(V, 1). Vj). 

Pentru orice (y( A, u( -))eV, din (160) d e U a.p.t int e [ty t]. 

Vom arăta că ` 


(161) mulțimea (ze V : P(z) eQ, T(x) = 0,} este vidă. 


Fie, prin absurd, eV, 2=(7(:),ă(:)), astfel ca Giele, 
T (2) = Oy; cu alte cuvinte avem 


(162) 0 > ® (7) = gefill — po(3 (t,)), T (3 (+), 4(0)) = Oy, iar 
à (t) e U a.p.t in t e[t t, ]. 

Mai departe, folosind (156) si (157 ), din (162) se obţine contradictio 
cu optimalitatea lui (y (*), @(-)). Demonstrația este încheiată. 

În continuare, vom da o teoremă pregătitoare 
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TEOREMA 6. Fie (g(:), &(-+) local optimală pentru Po. Fie proprie- 
tatea R şi ipoteza Hy îndeplinite. Atunci, există «,€ R, pe(AC (th, t; 
R"))* astfel ca 


(163) »E < eg (59 (4) > +e (DG C58 ()5(9 C C05 
= 0, pentru orice (y (°), u(-)exX, 
(164) a = 1, 


(165) X e (<5 ig (05 9 (5) > + > e a (5)) 3 (6), (91) 2 


c u(dD(g(:»0y9(-):9( hul 4 Lange P J(e) € ( EIS ) 
4(:))20, pentru orice (y(*), at: 23 (9(:), @(-))EX care verifică 
49(9C) 80) 9C)» 80) = 0, 7 oni 96) —0,ie(1,..., 1j. 


Demonstraţie. Prin ipoteză sînt îndeplinite condiţiile lemei 6 şi prin 
urmare, (3 (:), 4 (-)) este (0, 0; T, Oy) extremal de gradul zero. Mai de- 
parte, vom arăta cá se îndeplinesc ipotezele teoremei 1.5.10. Din (158) 
şi (159) rezultă că D gi T sînt continuu diferentiabile Fréchet de- 
ordinul al doilea în (3 (:), 4(:)). Avem d0(y(-),9$(-)59((, w(-)) = 


= < e Ga > si AT (3C 20); 9C ul) = | «2:0 
y 0y 


y (5) ,42(Jg(:) €(-); y( iure. unde T este dat in (157). Vom 
arăta ca d T (3 (-), (:); +): X — Y este surjectie. 

La inceput vom demonstra 

(166) d2(g(-), î(:);:): X — AC (t, 1,5; E^) este. surjectie. 

Prin definitie (vezi (156)) avem 

(167) d2(y(:,8(): y C ), u(:)) = h(-), unde he AC (to t; Bai 
dacă și numai dack am — | 3, (e I (9 4() 9 (0) + 2. (s, (8), (0) 
u (3)] ds = h(t) pentru orice re € [to t]. 


Mai departe, pentru fiecare h(-) ¢ AC (i,t; E"), te yy SEN (to, 
t; E") soluţie a ecuaţiei diferenţiale 


(168) y (fy) = R (to), E = » (t, y (0, &(0) y (t) 4 a (t, 70), € (t) 


u (t) + E a.p.t pe [to 4], unde V (*) e Lo (fj, 1,5 R’) este fixată arbitrar. 
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Întrucât ecuaţia diferenţială, din (168) este echivalentă cu ecuația integrală 
din (167) rezultă că (166) este îndeplinită. 
Mai departe, folosind ipoteza Eg obţinem 


(169) dọ (3 (î);:): Ker dD(g(-), 4(:);:)— R* este surjectie. 
Fie (B, h(:))e R* x AC (ty t; R”) ales arbitrar. Fie (y, (*), v4(*)) 
astfel ca 


(170) d2 (3 (*),(-)5 Yl), t$(7)) = A(-) (vezi (153)) şi fie B’ = 
= B — dọ (F (5); Ill, Alegem (ya (°), w4(*)) e ker [42 (7 (*), 4(-);*)] 
astfel ca dọ (F(t); ya(t.)) = P”. Definim (y(-), v(*) = (Y(t) + Val), 
e s şi obţinem do (F(t); y(4)) = B, 42 (Z(-), €()5 y C), 

Prin urmare, din definiţia lui T', rezultă 

(171) aT (g(*), 4$(-);): X — Y este surjectie. 


Mai mk vom arăta că avem 


(172) <42 tat) >= Opentru orice (y (.), u(-))e ker dT (g( -), 


KANN 


Folosind (171) rezultă că sint verificate condiţiile teoremei 1.2.1 și 
alegind s(s) = pr: e e (0,1) deducem că există «, — 0 şi ve Y* astfel ca 


(173) x, «Th y GG w(t) > v aT GC 59$6):9C5 vC))—0, 


pentru orice (y: : u(-)eX. 
Alegind (y(-),«(-+)) ekerdT (g(-), £(-)5;-) din (173) obţinem (172). 


Prin urmare avem (doo (7 (5) ; y (4) : (C M ai: Ve ker dT (y(*)» 
$(:);:)) = {0}. gi deci avem Z, = {0}, R e RX (0). Mai departe, din 
teorema 1.5.10, pentru p = 2, obtinem că ui Ay 208i ve Y* astfel 
ca să avem 


(174) X «^9 G (6), W(t) > + (AT C), 805 9 C) (09) =O, 
pentru orice (y (*), 4(-)) e AC (ty, 4; R" x La (to, bz E^), 
(178) à, pă GI SD J> + v( T C2 (009; 2 E 


u(:); 2C) «(0)»2z0, puedo orice (GIL *(-)) €AC (to tu; R") x 
Lo (to, bh: R) care Verne S IAE (2-0, dT(g(:) €(:); 


J(e) ul) =0. 
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Folosind gi condiţia Dh) devine 


(175) A <T P (y (60) (855 (5) + v(?T (20) EOC) 
v(:); (Du "E: Dona orice (y (-), u(:))ekerd7(3(:), &(*);.). 

Mai departe, împărțind prin Ae in (174) şi (175’) si luînd in consi- 
deratie definițiile lui 7 gi v rezultă că există constantele œ, ::*, a, şi 
ue (AC (to î.; KU astfel ca să avem 

(176) — = («y .-., oy E); 

Ao 

iar (174) şi (175’) devin 

(177) < 7$ (hy > Y c EIDA > + WAIHI A 


ME yC ) u(- )) = 0, pentru orice rte ), w(*))E AC (tot; R") x 
X Lo (to, t 3 


(178) < P (9 (6) 2 (5). 9 (4$) > + X a; < S Yr 


T u(diD(g()8(:)57C)»5 UCSF XT ))) > 0, pentru orice (7 (> )» 
4&(-)) care verifică 


(19 dem a(-); 90), H-)) = 0 
(180) cm (atu), W(t) > = 0 pentru toţi se (1,..., k}, 


Mai departe, obţinem 
(181) ((177)-+ = (478) E a < = SUE i (ADFC), E(N YU) 
$—0 


u( :))—0, 
pentru .orice (y(:), «(*:)eAC(ty, 5 E^) X Le (to ti; E"), unde a =1, 


h 0o; ,.. 1 920, |. _ 
(182) H e, (< gy Z) y(h) > + p « aye QU) F(t), Wh) >) + 
+ u(d C) 40590) 0) HŽ A EE C) I C38 o2, 


pentru orice (y(:), at A St ët H € A0(t h; R^) X Lo (to 55 E) 
care verifică E 
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(189) < SE Gy) pt) >0, ADH), 4()5 £C), 80) =0, 


pentru ie A , k}. 

Demonstrația este încheiată. 

Prin formulare, teorema 6 constituie un rezultat; intermediar între 
forma generală şi forma concretă legată de aplicaţii, a condiţiilor necesare 
de ordinul doi. 

În următoarele două teoreme, folosind teorema 4 vom da condiţiile 
necesare de ordinul doi pentru P", în forma concretă despre care am vor- 
bit mai înainte. 

TEOREMA 7. Fie (9(-), &(*)) local optimalà pentru P' și fie proprie- 
tatea R iine Conon Pie ipoteza Eg îndeplinită. Atunci există constantele 
a; Zell, ..., k}, d(*) şi S(*) astfel ca să avem | 


(184) M (t, y (t), &(t)) = 9 a.p.t. pe Da $] (A(t, y, u) = «9 (t) f(t, yu) >) 


(185) (" [< F(t, at), DI > + < ati, om, a(t) >]dt 30, pentru orice 


l), 8(7) care verifică 


(186) F(t) = 0, 2. Zu 710) 70 "ue SI (t) apt. pe [fo îl; 


a (5), g(h) > = 0 pentru i e (1, ..., kj, unde 


F(t, u) — uT ER (t, IAT am + (ss SA E 


Gt, u) = Pu E (t, F(t), ae), iar p: [to 5] > BS: [to t] 


— L (R°, R") verifică sistemele 
(187) Yh) = 5 (ot È (ar d (F (6), — 22 (oy DIM yo Am 


s(t) = = = (v $ » &, 9) au), e = = E E (4, 9 ey S(t) + 


+ am €, am + Eq, gt, à apt. pe De til, unde F(t, y) = 
Ou — = b | 
fit, y, 4). 
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Demonstraţie. Prin ipoteză sînt îndeplinite condiţiile teoremei 6. 
Fie y(:), S(-) definite în (187), unde «, sînt constantele date în (163) — 
(165). Din (163) — (165), avem 


(188) < (5), y(t) > + ADEC), +); yC), ul) = 0, pentru orice 
(y(-), wi Ah e AQ(t, 43 ER") X Lo (to, a? R’), 

(189) «49(),9() >+ = < S(t) 95), W(t) SHADA), (+) s Cho) 

+2 ADU), 8(); JO) EC); IO) aC) BO 


pentru orice (y( -), a 1, (9(-), 4(.)) e AC(to, 455 R") X Lo (to, t5 E?) 
eare verificá 


(190) x Gr, a >= 0, ADH U); gU) Hs) = 0, pentro 
Zelt, Re 

Mai departe, din (188), avem 
(191) e Ma) y(t) 20, pentru orice (y( -), "E )eker dD(3(-), B+); d 


continuare, pentru (y(-), al Ae ker dD(g(-), à); A din (191) 
obtinem 


(192) 0 = < lh), y(t) > = x = < Y(t), y(t) > at = 


=("< vt, T a, gto, a) wt >ar 
to Gi 


pentru orice «(:) e Le Da h; E"). l 
Alegem u(t) = d <y (0, f(t, F(t), Bt))>, te [to 4], si din (192) 


obtinem 
(193) 8 E < Ut fit, 9), UN) > pa = 0. 


Din (193) avem 2 « vt), f(63(t), a(t)) > = 0 a.p.t. pe [to ti] gi (184) 


a fost obţinută. 
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Mai departe, din (189) avem 
1 , 
(194) < p(t); y(t) > Tl Slt) g(5), JL) > z 9, 


pentru orice (y(-), ai (7(*), 9(:))) € AC (ty br E") X La (toy t; R) 
care. verifică 


(195) < PU ()), aly) > —0, ADR A 4(); S0), LH =O pontra 
ie(L ..., B, y) =0, ADOC), (05 yO) C) + 
E (9) 8005 I) E); 9C) 8C) = 0. 


Deoarece pentru (g( A, 4(-)) e ker dD(3( -), î(-);-) avem 9(f,) = 0 şi deoa- 
rece (J(+), î(-)) verifică ultima ecuaţie din (195), avem Gil = 0. Prin 
urmare, (194) se poate scrie 


(196) 0 << uiti) 7-5 < 86) 9, gt) > = P Qatar 


1 d = 
+> , at^ S(t)g(t), y (t) > dt, 


unde SI -), u( +), (PC); &( *)) verifică 
(197) SI = 0 E e PO y) mam + 2 of L(t, 9 (989) ag ant. tn 
te [tot], — DÄ: Jh) > =0 pentru ée(1, ..., k}, 


y) — o, H [ (5300, 40) HO + > ; ut am, à) 70030 


T (3, du (t, F(t), Ut) 10) (t) + 


NUR NETTES 
uie (t, F(t), T (t)) & (t) jo a. p.t pe [to iu] 
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Folosind (197) , prima integrală din (196) devine 
bh d _ iç L4 
(198) | HO), 9 >d = — X > ES Y(t), f( 70), 20) > 


(t yt) > + 2 (7 < d, ft, 30), uo) >) ETC > +< 


Qu? 


tg fao). an) > att), a) >} ae. 
Mai departe, folosind (187) şi (197), a doua integrală din (196) devine 


od 1(^ (8 
(199) ZU St 91, 9%) > at = "s LG YE), ft, (0, 


am >g), H(t) >at +" agang, T e, gto, ag at > at. 


fo $ 


Prin urmare, (196) devine (adunăm (198) gi (199) membru cu membru) 


(200) 0 < NE J nam, ei ëm, S(t) 8) >+< 
9 


< (se Ut), f(t, 9 (Os B) >W), a(t) >+ 
you ; 


re (Da WO MAIO, a) >) a0, atn >} at 
2 Qu? H H 3 3 ? 


pentru orice (g(-), 4(-)) care verifică (197). 

Condiţia (200) este tocmai (185) şi demonstrația se încheie. 

După cum se observă, in teorema:5 condiţia necesară de ordinul al 
doilea (vezi (185)), nu cuprinde ca pe un caz particular condiţia de tip 
Legendre din calculul variational clasic. 

Pentru a satisface gi acest deziderat (vezi observaţia 9) se impune 
ca in loc de condiţia necesară de ordinul întîi sub forma locală (vezi (184)) 
să obţinem principiul Pontreaghin ; aceasta se va face în teorema 8. În 
acest sens, vom utiliza rezultatele referitoare la P,. 

După cum am văzut un rol important în obţinerea rezultatelor refe- 
ritor la P, l-a avut ipoteza E, Lema care urmează, constituie baza 
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demonstrării faptului că dacă ipoteza E, este îndeplinită atunci este 
îndeplinită şi ipoteza E, pentru P’ (vezi demonstraţia teoremei 8). 


LEMA 7. Pie 9: R^ > RB gif: [to t] x R^ x R' > R” (t, y, u)e 


€ [4, 4] x R^ x EI continue cu derivatele — Dig Oh Ur continue. Pie 
dy Oy du 


gc ), 8(.)), (Fl) Tl )) € AC(%, h; R^) X Lo (to h; E), te{l,..., 
+ 1), astfel că se verifică condiţiile 


(a) 7, (to) =0 LE w T (6 BOs UM pu + z T (t, y), 4(0) a(t) apt. 


pe [io %], 


(b) vectorii KE OO Ji (WE = z, Zelt, ..., k +1}, sint în poziţie ge- 
nerală şi Deco {ey 2,254) (Vezi 0.16), unde 0 e RE este originea. Atunci, 
există Eo € (0,1), e: to, co] — RP continue şi ue Le (ty ti; R') pentru 
e e[0, e] și "e. „B+, astfel ca să avem ` 


(e) af (0) = 0, uF i) = SU) + Dy aj (e)à, (t), pentru te [to t; ] $$ ce [0, e], 


(Ca) vectorii <2 (ate) yt (fief: = 2$, £e (1, ..., k +1}, sînt în poziţie ge- 
nerală cu A CO fe], ..., ai} (vezi 0.16), pentru orice se(0, e], unde 
8 
Vi) € AO (ayy 5 B°) ent date prim yt (ta) = 0, — T (t gt), (0) yf) + 
+ f, F(t), wi (0) — f(t, F(t), (t), a.p.t. în te [t îi]. 
(Demonstrația se găsește la sfîrşitul capitolului). 
TEOREMA 8. Fie (3(.), &(.) local optimală pentru Pg astfel ca Y, = 


= Le (to t; R) gi fie v desea R gt ipoteza Ho îndeplinite. Atunci 
există constantele ge Zell, ..., Ki gt functiile q(.), ër. ) astfel ca să avem 


(201) mE H (t, F(t), u) = H(t, F(t), 9(t), a.p.t. în [to t] (H(t, y, v) = 
=< (t), f(t, yu) >), | 


elt [< FU, (t), g(t) > + < BEEN u(t) >| ae; 20 pentru dr 


EN V 4(.)) care verifică 
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aig, Sg a of 
(203) g(t) = 0, àt "x F(t), 4(t)) gt) 1 s SE), (0) (a.p. t.peltost] 


z rU GA DI  — 0, feti, B, unde P: [hy t] X RR gi 
G: Üt 4] x RY > Er sînt date prin 

(204) F(t, u) = uT E (t, FO, &() E SQ) + wr ( ET (Ga, emile 
Gt, u) = Ic EE am, Gm ) iar A (.) si S(.) verifică sistemele 
(204) (t) = sl CAE SE SE (toy (0o; UNI Wt, 


Si) = 55 (e + San "T es 


-G (toy SI, (0) ) S(t) + 


+ ag 3L yo, Tt) +2 


N I), A0, a.p.t. în te [to în]. 


Demonstraţie. La început, vom arăta că sînt îndeplinite condiţiile 
propoziției 6.2. Apoi, alegînd 4 (.) = 4(.) (ë (.) €4&,) vom arăta că functia 
qj (.) care se determină din propoziţia 6.2, corespunzătoare lui 4(.) = %(.) 
este identică cu funcţia d (.) care se determină în teorema 7. Problema 
Po, ca formulare, este un caz particular al lui P, 

Vom arăta cá dacă ipoteza Eo (vezi Po) este îndeplinită atunci este 
îndeplinită ipoteza E, (vezi Dal, 


Conform ipotezei Ej există (7, (.), 4, (.))e AC(t, t; E") x 
X Lo (fy ti; R'),ie {1,...,4 +1), astfel ca 


(205) g, (ta) = 0, Bs = 3 of ty IO, 36) pub) + FE x I (6g a) E (9) 


a.p.t. pe [to bk 


(206) vectorii din RY, KE (att) | 9; (4)! —2,4e(1,..., k +1}, sint in 
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poziţie generală, iar Deeg {%, rei}, unde 9 = (9,,..., q,). Mai 
departe, folosind (205) si nd 'din poc 7 rezultă că exit € € (0,1), 
«^ :[0, e] > E", ée(1,...,k +1), continue si uf Liebe (to, ti: R’) 
astfel ca să avem 


(207) af (0) = 9, g (.) =8(.) + Y oj (e) 7; (.), ee [0, ey], 
Îmi 


(208) vectorii din D. E mun! pn = ef, ie (1, EL 1), sint in 


poziție generală, pentru orice e e (0, sọ] iar 0eCoţz,, ...,2,,,), unde 
yi (-) e AC (t, ti; E") sînt date prin f 


(209) yj (to) = 0, m Pi Ht), W) yi (0) +f (5 FO, vit) — 


— fit, F(t), 9(t)) a-p.t. pe [to t]. 


Din (208) si (209) obținem 

d 
(210) R" = HE E il Ya (t), pentru « e R*+, a, > 0, 
je(1,..., k + 1), unde y? (.) e AC(t, br E") este definită prin 


(211) gt (t) = o 1 L E, He), M) gt + by «, (ftt DI, uf (t)) — 


— fit, F(t), &(t))) a.p.t. pe [to t], unde uf (.) sint date in (207). 


Deoarece & -) C [to 4] x U (vezi Po), din propoziţia a. 2.1 avem (t, &(!)) e à( -) 


a.p.t în te [to t]. Deoarece U este deschisă, iar 4 (. a (è) este compactă re- 
zultă că va exista o sferă închisă VCR’ cu centrul în origine astfel ca să 


avem 

(212) a(t) + V C U a.p.t. in te [t hi]. 

Mai departe, din (205) rezultă că există c,c(0, eg) astfel ca 
(212) «wj (t)eU a.p.t. în te [t,, ti], 


pentru orice e e [0, e Ji e (1,..,k +1}. Mai BA dede din (209), (210) si 
(212') rezultà cá este îndeplinită ipoteza E, pentru Po. 
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Prin urmare, condiţiile propoziției 6.4 sint îndeplinite si alegînd. 
&(*) = 4(-) obţinem că există constantele «;, ?e(1, ..., Kl şi  : Da ti] > 
— R” absolut continuă astfel ca 


R (dee ay (8f ^. 
(213) 5 (h) AG KEE )@ (4)), z-( 5, 630, am "TON 
te [to; t], 


maul < qo» ftt IO, ao) > at > V < qo» Ae 9, at) > at, 


pentru orice «(-) e La (to, t1; R’) care verifică 
(215) «(t) € U, a.p.t. in te lie tl- 


Deoarece U este deschisă, din (212) rezultă că pentru fiecare 4( -)e L(t,,. 

; E') funcţia, Il = îl teil verifică u. (t) e U a.p.t. în te[t,, în] 
pentru e suficient de mic. Fie &( Je, (to, t1; E") fixată arbitrar gi fie 
del *) = €(-) +eă(.). Pentru e suficient de mic avem că u,(-) îndeplineşte 
(215) şi prin urmare se verifică gi (214) pum u(-) = 4,(+). Mai departe 
dezvoltind după e obţinem din (214) 


(216) t < A Zu am, A(t) Bt) > dt > 0. 


Deoarece 4(*) a fost aleasă arbitrar, iar dependenţa de a +) în (216) este: 
liniară, Open 


(217) t < gt), T (t, (2), @(t)) A(t) >dé=0, pentru orice à( Ae Leltyt, ;R'). 
Fie 9(-)¢AO(t, t; E") dat prin 

(218) g(&) = 0,2 =F (6, t) gt +L Ce, am, ao) an, 

unde &( et, (toy t; id 

Utilizind (218), — (217) devine 


(219).0 = Jj «i, 22 — CIOU JMS at = < Wa), gt) >= 


- iale ii 2) 9), 


8 — c. 894 
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pentru orice (g( *), a.) care verifică (218). 

Mai departe, vom arăta cá sistemul de constante ă,, ..., X, care verifică 
(219) este unic. 

Fie, prin absurd, (oj, ..., œr) Si (eil, ..., a’) două sisteme de constante 
astfel ca (219) să, fie satisfiieuti. Scüzind membru cu membru cele douá 
condiţii obţinem 


(220) b (as — 4) < Tg (5), Ih) > = 0, pentru orice( J(+), 4(-) 


care verifică (218). 
Mulțimea perechilor (7( A, 4(-)) care verifică (218) definesc mulţimea 
ker d2(3( +), H+); -) (vezi (158)). 

Din (220), folosind ipoteza E, se obtine 


k 
221) Yi («i — «j')y; — 0, pentru orice y = (yy ..., Yı) e E. 
i=l 


Prin urmare, din (221) avem 
(222) a; —a;’=0 pentru toti 2e(1 ,.., k}. 


Mai departe, deoarece Q(*) este definit de constantele &, ie{1, ..., k}, 
rezultă, cá funcția di.) care satisface (219) si (213) este unică. Pe de altă 
parte, prin condiţiile teoremei, sint îndeplinite ipotezele teoremei 7. 
Deoarece di 3 din teorema 7 verifică condiţiile (219) si (213) (vezi (184) 


şi (187)) rezultă Ai.) = (°). 


Prin urmare, condiţia (214) devine 


(223) f < v(t), f(t, SI, u(t) >dt > >f <(t), f(t, g (D, č (t) > dt, 


te 


pentru orice 4(:)e La (t ty; E") care verifică (215). 

Condiţiile teoremei 7 fiind satisfăcute rezultă că este îndeplinită condiţia 

(185) cu aceeaşi funcție di -) care apare şi în (223). Condiţia (185) reprezintă 

tocmai pe (202). Mai departe, folosind lema 3.2 pentru A(t) = 0, c(t, u) = 

= 24 D, u) — 0, Gt, u) =0, H(t, u) = < qt), f(t, y(t), u) >, Q(t) = 
U, t e[t,, t1], din (223) obținem (201), iar demonstrația se încheie. 
"'Observafia 9. În condiţiile teoremei 8 din condiţia (201) se obtine 


(224) x < Y(t), f(t, H(t), (0) = 0 ap pe [to ti], 
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(225) < E < H(t), f(t, F(t), (t) > ^ az 0 pentru orice ue kr 2.p.t. 


în fei, t]. 
Mai departe, din conditia (202) obținem 


i | 
\ «F(t, (t), H(t) > di> 0, pentru orice (g(-), 4(-))eAO (ty, 4; R") x 
fo 

X Lo (to; 1, ; E") care verificà (203) gi G(t, &(t)) = 0 a.p.t. pe [ty ti], unde 


Fit, u) gt Gi, u) sînt date in (204). 
Observatia 10. Fie condițiile teoremei 8 îndeplinite. 


Fie A(t) C Er, fei, tı], definite prin Q(t) = (ue R: < dt), 2 (t, g (0), 


ült) u > =0, ie(1... B) (55 < H(t), ft, SI, H(t) >) u w >= 0}, 
ids 


PCS ONDE E 
Wi Do Ho Re sint date prin d, (&) = SE pn, — = (nam, 
ü (t)) ) y, (t) a.p.t. pe [to, €], iar di.) este cel dat în teorema 8. 


Dacă mulțimile Q(t), tefta ti], astfel definite au proprietatea L (vezi Po). 
atunci condiţia(199) devine 


2 
2 < 
Oy ðu 


(226) at (IE, peo, a) so Zn go, au rar 


of 


< vu), ft, F), (t) >) Ze (t, F(t), &(t) u 2 0, pentru orice u eQ (t), 


a.p.t în te[t,, t]. 
Demonstraţie. Se observă cá pentru orice w(-)eL, (to, t; ; E") astfel. 


ca u(t) e Q(t) avem «m CR P (y (5), y) >= 06,2 e(1, ..., k} si G(t w(t) = 


= 0 a.p.t pe [%, ti], unde gi ie AC (t, t; ER") este definit de (203) cores- 
punzátor lui 4(:) = u(-), iar G(t, u) este definit in (204). 
Prin urmare (202) devine 
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ti 
(227){ < F(t, a(t); 94)» dt 2 0 pentru orice 4(:)eLe (t i; R’) si 


by 


orice 7( )eAC(ty, t; E") care îndeplinesc 


(228) a(t) e Qt) a.p.t. in teL tot J, Ilte) = 0, M = a (t, H(t), A) SI + 


21 70, em em apt. 
Qu 


pe [to 4]. 


Deoarece Q(t), te[ty, t] au Propet? L(vezi P,), din (227) si (228), folo- 
sind lema 3.2 se obtine (226). 

2. În continuare, vom arăta ce devin condiţiile teoremei 8 în cazul in 
care în problema Po nu sint prezente condiţiile finale 9,(y(4)) = 0, ie (1,. 

«+ + k}. In acest caz problema Ps se notează Di şi se enunţă astfel : să se 
minimizeze ¢,(y(t,)) pe mulțimea perechilor (y(-), at Med (ta t; E") X 
X La (fy, ti; E') care verifică condiţiile 


at 
(229) y(t) = Yo + fils, y(s), u(s)) ds, fett t], 


(230) ult) e U a.p.t. in te[t,, t], 


unde UCR’ deschisă şi y, e Er sînt fixate. 
Fie (g( +), &(-)) local optimală pentru Po. 
Ca şi în cazurile precedente presupunem că o, : E" > R, f: [tu 4] X 
2 


2 f. 
x R” x R — R”, împreună cu derivatele de ordinul al doilea 2 Eed d h, 
y y 
of, , Ek sînt continue, Zelt, ...,n). 
EN du’ du? 


TEOREMA 9. Fie (7 (+), ët: local optimal pentru Py, unde V,— 
= Dealt, t; d 

Fie WEEN proprietatea R (vezi Po) pentru di(*). Atunci există 
Y: [t 5] > E^, S: [to 4] > L (R^, R”) absolut continue care verifică sis- 


“temele 


(231) (4) = Lr. nn, = $ = = (3 pe) $(), a. p.t. în te 


di 
€ [to hi], 
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(232)  8() = - eG). SE EI) ell S(t) + 


GIE a "pm, a) 


avem 


» 9j (t) &(t)), a.p.t. în te[ts, t,] astfel ca să 


(233) ` H(t, IO, emm = min H (t, y (0), U), apt. în te [oy h), 

(234) C [< F(t, GI, I> +< OI, i0), w(t) >] 4130, w(t) = (a), 
fo 

4(t)), pentru orice (9( ), &(*)) care verifică 


(235) dl) = d E s (t, gt, a am +L (4, te, a ato-p.t. pe 
y Qu 


(t, 9(0, d 


(236) F(t, w) =u? E (t, IO, Ji S(t) + el SE 


1 


Gt, w) ul a-i 


Qu? 
< Qt), f(t, y, v») >. 


Demonstraţie. În absenţa condiţiilor o,(y(f)) = 0, ée(1,. . ., k}, rezultă 
că ipoteza E, pentru Po' este satisfăcută. Prin urmare, sint "îndeplinite 
condiţiile teoremei 8. Condiţiile (233) si (234) sînt toemai (201) si (202) 
. în absenţa funcţiilor 9, ?e(1, ..., k}, iar demonstraţia se încheie. 
Observatia 11. În condiţiile teoremei 9 fie O(t) C E', te(ty, t] definite 


(+ F(t), v), w = (u, ve R x RE (t, y, v) = 


prin a — (vex: «(7 < Y(t) f(t, y(t), u(t) u, u>=0), te 


OAI | 
Dacá mulțimile Q(t), te[ts, tı] au proprietatea L (vezi Ps) atunci (234) devine 


esn er (3 a, s esa so FE enau tur (77 < HH), fe am 


à (1) -Yy2 ET M) pentru orice w e QI), ap.t. în te [ty t]. 


118 Teoria generalá a problemelor de extremum 


Demonstraţie. Condiţia (234), pentru u(-)eLa(t, 43 E"), u(t) e(t), 
te[to, ĉj], devine 


(238) Jj < F(t, w(t), F(t) > dt 20, w(t) —(à(t), (t), 9(-) eAC(t,, t; E") 


0 


verificá 


(289) fil = 0, KE dE (t, H(t), 4()) H(t) + at (t, H(t), (0) (t). 


a.p.t. pe Da ta], iar F(t, w) este dat in (236), unde w = (v, v) e R x R. 

Prin urmare (238) are loc pentru orice 4(-) e Lolto 4, E") și orice 
at Je AC(ts, 3 R”) care verifică Gu e Q(t) şi (239). Folosind lema 3.2, 
din condiţia (238) se obţine (237) dacă alegem (1) = &(t) x Q(t), w(t) = 


= (ü(t), 0), w(t) = (Ht), à(t), A(t) = = (t, y (t), Ut), c(t, w) = i 
(2,9(t), v)u, G(t, w) = 0, H(t, w) = 0 


Observajia 12. În condiţiile teoremei 9, din condiţia (233) se obţine 


(240) = < b(t); ft, H(t), 20) > — 0 apt. pe [f h], 


(241) wë (LZ Am, D, IO, Gm > i > 0, pentru orice ue Kr. 


Această remarcă este consecinţa imediată a condiţiei (233) și a proprietăţii 
de mulţime deschisă pentru 


$ 8, CONDIŢIILE NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRU P, ÎN 
CAZUL ÎN CARE DOMENIUL COMENZII ESTE O MULȚIME CONVEXĂ 
(PROBLEMA P,) 


Vom obţine un rezultat; asemănător ) celui dat în cazul în care 
domeniul comenzii este o mulțime deschisă. , 

Fie problema de control optimal P, (vezi $3) în care presupunem 
pentru simplitate cá avem oe (£) = 0, ze {0,1,. 

Ipoteza 0. Mulțimea Ku) este conveză pentru pee te [to îl. 

Notăm cu P, problema de control optimal P, în care mulțimile 
U (t) verifică ipoteza C. 
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Este lesne de înţeles cá rezultatele formulate pentru P,, în cazul 
în care U(t) este arbitrară rămîn valabile şi in cazul în care P, verifică 
ipoteza C 


1. În teoremele care urmează vom da condiţiile necesare de ordinul 
al doilea pentru P,,, într-o formă mai utilă aplicaţiilor. Fie (z(*), &(*)) 
local optimal’ pentru P,,. 


Pentru formularea teoremelor sînt necesare cîteva definiţii. 


Fie Y = f, XT. vecinătatea relativ la care (£(:),%(:)) este opti- 
mala pentru P,,, unde drept Ș, se alege o sferă. Fie d: Da t,] > E" ab- 
solut continuă dată prin 


(242) An = 29 G0, = (Tes sen) Am s. ve tts 41 
pentru 4 e (0, Ges wn b} m. a x) = f (t, v, & (t). 

Fie Y C Lo (to t1; E") şi Vo C UY definite prin 
(243) Y = {u(-) € La (to, bz R°): w(t) e U (t) a.p.t. in te [to tl}, 


(244) Uy = g -)eQ: (<2 « d, (t), f(t, a(t), &(t)) >, 


| «4 (t) — At) > at = 0, îe(0,1,... D 
Fie Q(t) C U(t), te [to ,], date prin 


(M5) ` om nem: < 2 < h(t), EI, SI @()) >, 
u(t) — &(t) > = 0, ie {0,1,...,k}. 


Ipoteza E, Există Di: ) ss C) cnp, astfel ca să avem 
fy = (ay eesti)? = X stc «e ef 200) > 
— & (t))> dt, pentru (ef, . j VE) M3 2 )eL« (fos ta; BR") verifică 
a; (t) 2 0 ap.t. pe Da ti], jet. yh} = 

Ipoteza Ez, Evista (u, ( -),. . al Ca, hr. astfel ca(y = (91s. - -Yz)E 

A D 
d ENEE 


Jal die V 
unde «,(*) E (to, ti; B) S a; (t) 2 0 a.p.t. pe [to t], e(1,.... 
4b} = | | 
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Observaţia 13. Avem 4, = (u(-)e* (Yy,: «vi 2 : 2 (î.)), 2(t)>= 
= 0, e (0, 1, .... , k}, pentru æ (-) e AC (ty, t; R”) care verifică æ (to) =0, 
FEE aw SEN æ (t)) w(t) + or " & (t)) (u (t) — & (t)) unde Y, este dată în (244). 

Eealitates dorită S tte imediat din formula de calcul a varia- 


Hei functionalei T, (vezi $2) si din (244), alegind A(t) = e (t, 2 (1), 


B =L t, em 
Fie M C AC (to t; E") X Lo (tot; m definită prin M = {(a(-), 
a(-)): a(t) =0, 2 E ott) +S «(027 ( 30) un — 
— & (0) a-p.t. pe [f h] ay (t) > 0, ap.t. pe [tos SI - sh}}. 
Observaţia 14. Ipoteza E, (E2) se poate formula gi astfel : există 


(no. al DPCUNP (YNT) astfel ca (y = (yy, a nl Y; = 
=< M (8 (&),2(&) >) lehal) e M) = D 


Această remarcă se obţine folosind formula de calcul a varia- 
tiei de ordinul întîi pentru J, (vezi $2) 

TEOREMA 10. Fie (£(:)), 4(:)) local optimală pentru P, Fie 
ipoteza Se îndeplinită. Atunci pentru fiecare u(*) e 4 NV, există ai eR, 


$e[(1,...,k), Vă (-) si Sv(-) astfel ca să avem 

(246) Jj care (t, w(t), 20), u (t) — 4 (1) > di > 0, pentru orice u(:)e 
e 4 (Y Y, (H9 (t, s, u) = < 9 (t), f( 2, w)>), 

(247) f [< FE (t, ëmm — F9 (t, GI, 90 > + < G2 (t SI — alt, 
(t), u(t) —@(t)>] dt > 0, 

unde 3 ( - ) verifică 7 (t4) — 0, 2 == m Ss æ (t)) 7 (t) T of "i & (t)) (& (1) —€ (0), 


rac, =u (2 um sm! să (t) "— DE? 20); 


G* (t, u) = iv Ei (t, & (t), em! . Functiile 4E D t] R^, 


SE :[t, ta] > L (R°, E") absolut continue verifică sistemele 
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(248) ns = bot) + $ ER ml (t) = = (90 + > «Ej (SI — 


op z P 
-2 E (t, - VE (D, te [to AL S7 (&) = 


n^ SF 2) n- Fo = 


-(2 Jum zo) SE (1) + pe e "La, ay) + E OT? 


$ (1), a.p.t. pe [to în]. ` _ 
Dependenţa funcțiilor de (-) şi S€ (-) de 4(:) e, este nedorită atunci 
cînd vrem să folosim teorema 10 în aplicaţii. 

Următoarea teoremă are un conţinut asemănător cu cel din teorema 
10 cu deosebirea că de această dată funcţiile 6 (:) și S(*) nu mai depind 
de p“ JEA Fa. 

TEOREMA 11. Fie (z(*), &(-)) local coală pentru Pa. Fie ipoteza 
FA îndeplinită. Atunci există ao, ER, $e(1,..., hk}, şi A: [to 4] R° 
S : [tos h] d (R^, R”) absolut continue astfel ca ea 


(249) < ES (t, w(t), & (t), u(t) — & (t) > dt > 0 pentru orice 

u(-)e4 NP, (H(t, z, u) = < b(t), f(t, x, »)-), 

(250) y [< F (t, &(t) — F (t, GI, g(0 -«G(t «(t) —G(t, GI, 
bo 

&() — 4 (t) ] dt» 0, 

pentru orice (3 (° A (Ge AC (to ti; ER) x(&, (1 F.) care verifică 

(251) g (to) = 0, 28 = AT a, em 9) HI am (@() — A), apt 

în te [to bi], 


unde F (t, u) = ut E (t, zn S(t) + utes 


M "(t Z(t), 4 (t) iar $(-) şi S(-) verifică sistemele 


9 Qu? 
(252) Jm = da (t) + X " 40) V4) == («3 GË gd GR — 


(t, 20, 200) G (t, u)= 


-g (zu sy) WU" Ade gor à " d ah- = 


-(2 oF (i em) 8 (0 em Le, sy En, O 80), apt. în 
tels h]. 
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Obsercajia 15. În condiţiile teoremei 11, dacă D, = Lo (to t1; R^) gi 
dacă mulțimile Q (t), t e [to, în] (vezi (245) au proprietatea L (vezi Pal atunci 
din (250), folosind lema 3.2, obtinem « w—4 (t), G (t, u) —G (t, & (t)) > > 0, 
pentru orice weQ(t), a.p.t. în telita ti]. 

Observatia 16. În condiţiile teoremei 10 saw in condiţiile teoremei 
11, dacă V, = Lo (to t; BR’) și dacă mulțimile U (t), te [tos ti], înde- 
plinese proprietatea L ( vezi Po) atunci (246) sau (249) devine 


(246') < Z « d (t), f (t, 2 (t), & (0) >, u — & (t) 29, pentruoriceu e U (t), 
a.p.t. în te [t,t], 

(249') < Aa < v(t), f(t, ei, @())>, u — Biz > 0, pentru orice 
« € U (t), a.p.t. în [to tio]. 


Pentru demonstrarea teoremelor 10 si 11 sint necesare cîteva leme. 
Mai întîi vom face cîteva notații. Fie {u (*),...,4,(:)) CZ aleasă arbi- 
trar. Notăm b = (u(:)..., wv,(*)). În continuare vom defini (ca şi 
pentru P,) o problemă auxiliară corespunzătoare lui b şi P,, astfel încât 
dacă (2 (:), £(-)) este local optimală pentru P,, atunci lui îi corespunde 
un element optimal pentru problema transformată (pentru P, era numai 
extremal). 

Transformarea lui P, (problema P,). Vom urma o cale asemănătoare 
cu cea dată in transformarea lui D, Notám cu P, următoarea problemă 
de control optimal: să se minimizeze 9, (y(t,)) pe mulțimea perechilor 
(y ( i x (*)) e AC (t, ti; R")X Lo (to t1; E") care verifică următoarele 
condiţii 


(253) y (t) = a + y f(s, y (5), (9) +5 a; (8) (u (8) — & (8))) ds, te [to 


by 


t], unde x, € E" este fixat, 
m 

(254) a; (t) > 0, à a; (D <1, ap.t. pe Da h], pentru je(1,...,m), 
ml ; 


(255) o, (y (t1)) = 0 pentru toți te il; ve93 Mh 
unde 9, , f, Xo sint definite in Pj, b—(v,(*),...,4, (°) CZ NP, este aleasă 


arbitrar, iar (x ( +), & ( -)) este local optimal pentru P,e. Mulțimea D = P. x Y, 
este vecinătatea relativ la care (2 (- ), &(-)) este optimală pentru P,,. 
LEMA 8. Fie (eil @(-) local optimală pentru Pu. Atunci (&(-), 
Gel * )) este local optimală peniru P,. 
Demonstrafie. La început, vom arăta că (2(-*), 04, (-)) este admisă 
pentru P, (verifică condiţiile (253), (254) ei (255)) Într-adevăr pentru 
t 


a(*) = 0,,(+) din (253) obţinem y (t) = a zl (5,9 (5), (s)) dë fe [tot]. 
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Deoarece (&(.),4 (.)) este admis pentru P,, rezultă cá = = f (t, &(t) (u (9) 


a.p.t. pe [to t,] si 2 (fo) = zo; cu alte cuvinte (z(*), ol: )) verifică (253). 

Conditia (254) este in mod trivial satisfăcută pentru a(*)=0,,(°). 
Deoarece (Lt. Jy a :;)) este admisă pentru P, avem 9, (#(t,)) = 0 pentru 
$e (1,.. .,k) și prin urmare (OI *),0, (*)) verifică gi condiţia (255). Pentru a 
demonstra că (2( +), o( -)) este optimal pentru P, vom proceda prin absurd. 


Fie (3(-), «(-)) admisă pentru P, astfel ca să avem 
(256) Po (F (5)) 2 < po (# (6) . 


Deoarece 0 < V, &, (f) < 1, a.p.t. pe [to 4], rezultă că ă (t) — 1 — 
i=0 


"A (&,) t verifică 1 < Guil = 0 a.p.t. pe [to GL Fie «, (+) € be (to, bh: 
a] . 


m 
F ) definită prin u, (t) = V, &% (t) v, (t), unde u(t) — (+). Deoarece 


u,(-)ERNYV, pentru toti e(0, 1, ...,m}, iar mulțimile U (t) si Ve 
sînt convexe rezultă că u, (i) e U (1) apt pe [to 41 si Ua (*) e Vy Prin 
. urmare, obţinem A: )e 4 QF.. Din (253), pentru (g (! al), 
obtinem 


(257) g(t) = 2o a = f (t, F (D, ua (0) apt. pe [toy h] 


Prin ipotezá, avem 


(258) 9, (g(5)) = 0, te {1,..., k} . 


Condiţiile (257) şi (258) dovedesc cá (ğ( -), ua (*)) este admisă pentru 
P,, din (257) se obţine contradictia cu optimalitatea lui (z(*), &(*)), iar 
demonstraţia se încheie. 


Lema 9 . Fie (&(-), â(-)) local optimală pentru P, gi fie P= YX Ýa 
unde V, se alege convexă, vecinătatea corespunzătoare. Fie ipoteza E. 
îndeplinită şi fie (u(-),* el DT) Y, date prin ipoteza E,,. Atunci 
pentru fiecare ul: jeu, si fiecare u(-) e&t NY, există 


a; YeR, u* e (A € (îti; E N € (Lo (to t1; E))* şi X € (Ls (to; bi R))* 
astfel ca 
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bs A = = 
(259) y, of < SE (Gt) y ty) > + Y 08 6400) EG C) + 
4 =0 3-21 
+ 82r y()a()) —0, 
pentru orice (y(*), ai - Te A0 (toy 3 BY) X Lo (hf; BM), 


(260) «3 — 1, a? «50,22 & 0, pentru toți j e (1, ... h}, 


GG) S i < 25) GhI > tw OE G0), 2(0)20, 

unde 2* :AC (ty, t,5R") X Loltoti; Ti AC (ty st; R"), i = 1, 2 sine 
daji prin 
(262) 2: (y (+), « C0 = y(t) ={ ic: T (ei (8)) y (@) + 


+ y a, (8) Te & (8)) (u; (s) — %(s))} ds+ 
jul u 
4 y an1 (8) oF (s, 2 (s)) (w(s) — & (s)) de, te [ty tz], 
to ðu 


9 Fe (e, äs yle) yle) >+ 


(268) ` DE(y(+) a(- My =(— d 


+2 X a (0) < TE B) (s d — la clés 


( eh, - p " 
E ue e| 2 < ČE (s a (s)) (2(5)—d (8)), y(8)>+ 
t Ox Qu 


«5. (6,8 (0) à (5)— 6 (0), 8 (9) (9) >|as,iett,. m) teiul, iar 


(7(-), a (-)) verifică 
(204) DE j (y (:),8(-)) = 0, unde &(-) = (0,. . .,0,1). 


(Demonstratia se găseşte la sfirgitul capitolului.) 
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2. Vom da demonstrațiile teoremelor 10 şi 11. 
Demonstrația teoremei 10. Prin ipoteză sint îndeplinite condiţiile: 


lemei 10. Fie «( Ae YN Fa Ul) e%NV gi fie ateR,p" e(A C (to, t, ; Er )) *, age 
€ (La(to, th EIS, Xie (Leo (toy ty ;R))* date prin lema 10 astfel ca (259) — (264). 
să fie indeplinit e. Pied io t] R^, SV :[t, 4] V (R^, R”) definite in 
(284), unde «fe R, ie (0,1,. . ., k}, sint cele determinate mai sus. Atunci 
(259) si (261), devin 


(265) ` «E (8, y) LE EC) AF Qaa) + 


+t (2i (y (:), a (-)))=0, 


pentru orice (y(*), «(:))e AC (to t; E") X Lo (to, t; R*+), 

(266) < S(t) 9 (5) ,9 (4) >+uF (22(9 (*),€()) 2 09, unde(g(*),&(:)) 
verifică 2F (g(:), &(:)) = 0, &(-) = (0,..., 0,1). Alegind «(:) e Le Dada? 
R^*!)astfel ca a, (+) = 0, pentru je tb. , h} iar y(-) e AC (ts, ti; EP) 
astfel ca Di (y(-), «(*)) = 0, din (265) o btinem 

(267) < $# (t), y (4) > = — A8 (m(-)), pentru orice m (+) e Lo (to 43 E) 
şi pentru orice y (+) EAC (t, br E?) care verifică 


(268) y (t) = 0 LH (6,2 (0)y (t) + m (t) Zn a (t)) (ut)—& (2). 


Din (260) avem 12 (m(-)) < 0 pentru orice m(*) e Lo (to, 5; EN 
astfel ca m(t) > 0 a.p.t. in £e [to til. 
Prin urmare, din (267) obtinem 


(269) qs (t1), y(t) 2 20 pentru orice (y (-),m(-))EAC (toh ; E") X Da(t,t ; E") 
care verifică (268) şi m (t) > 0 a.p.t. pe Te: t]. 
Folosind definiţia lui ţi (-) (vezi (248)) şi (268), din (269) obţinem: 


(270) 0 < —49(5),9 (&) >= E L < W(t), y(t) >a = =| m(t) «49 (t), 


af (t, 2 (0) (u (t) — &(t)) > di, pentru orice mi: lef, (tot; E) care 
ü f 


verifică m (t) > 0 a.p.t. pe [to &]. 
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Mai departe, din (270) alegind m(t)=1 SE t e [fos ti] avem 
(271) t «yr, oF Z(t, & (t) (w(t) — ()) dt > 0. 
Întrucât w(-) ea fost aleasă arbitrar, iar celelalte elemente din (271) nu 
depind de«(-)(Q*(-) depinde doar de«(-)), din (271) deducem 
(272) Jj E 27 q, & (t)) (u (/) —& (t)) > dt > 0, pentru orice u (' )e gi 


demonstraţia oonditiel (246) se incheie. 
Pentru dau lui (247) ne vom folosi de (265) si (266). 


Inmultim eu Z in (266) si apoi adunăm (265) cu (266) membru 


cu membru. Obtinem 
(273). < YE (tg (5) o lI < Să (t) d (5), 9(4) > + 
+ v9 (2? (y(* ), « (+) +> af GOLEC) > — 
, 
— AF (s.a HI — E F (a (9), pentru orice (y (+), «(+ eC (ty h; BY) x 
XLo (toy t; E unde (g(:), &(-)) verifică 


(274) § (t) = 0, w 224, & (t)) g(t) +o un & (t)) (& (t) — & (0) ap.t. pe 


(Dos 5] 

iar St "Je Lo (f, t, ; R*+) este dată prin 2 (-) —(0,. . .,0,1). Alegind a,(-) = 0, 

pentru je (1,...,h + 1 ),avem Y, Af(0)-F az (0) — 0, iar (273) devine 
jal 


(278) < (t) y (4) >+ Z< S" (6) F (t), F (4) > (Di (C), onal +) + 


T e = " 
4- 9E DIS >O , pentru orice y ( - ) e40 (to t13 R"), unde ory (+) = 


—(0,...,0, 0), iar (7(: ), &(-)) verifică (274). 
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Fie y* (-) eA C(t,, t; E") astfel ca 23 (y* (-),0441(*)) + 
tl9i (g(:),«(:)) 2 0; cu alte cuvinte, y* (-) verifică următoarea 
ecua tie 


(276) y* (to) =0, SF a 0)y* 3 zl 23. (t, 80 (G(9)8(0-- 
Ro 


(EE ese ense ZZ nz ense) os apt int eltt]. 


Mai departe, din (275), pentru y(-) = y*(-), obţinem 

SS 1 zi îi 
(277) < $3* (4), y*( 5) > + 2 8* (4) 9(4), 3(h) > DO. 
Deoarece g(t.) = 0, folosind definiţia lui Si (-) (vezi (248)), obţinem 


(278) > < Să (t,) 9 (4), (4) > =s\'5 "ac 9080,30 > = | 


em cont (22 (à ml Se g (t) at — 
[A u 
h 0? _ as ; 

e < (az cms sa) Jana dt. 


lo 


Pe de altă parte, deoarece y*(t,) = 0, folosind definiţia lui dt 3 (vezi 
(248) gi (276)) obţinem 
= hd = 
(279) dëse 2 « V yt)» dt = 
SC lo 


ü 0? E SS 
-|< (<= enn 80,9 (0) laan > d 


ll za < Vei), f (t, v (0), & (t)) > av > dt + 


ex «( “ (0), f(t, 2 (t), & (m>) a0- & (t)), 4 (t) Biz di. 
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Mai departe, folosind (278) si (279), condiţia (277) reprezintă concluzia 
(247). Demonstrația este încheiată. 

Demonstrația teoremei 11. Deoarece ipoteza E este îndeplinită, 
iar CZ obţinem că ipoteza E,, este îndeplinită. Ipotezele lemei 8 fiind 
satisfăcute rezultă că dacă al -),. . .",( -) sint date prin ipoteza E, atunci 
pentru fiecare «(-)eZ (ly. si u( JEUN Y Vu există ate E, ic {0,1,.. 


alt 

pă et A C(f,, 1, E^ NN SL (to, t; E))* gi AY e (Lo (to, Di KU astfel e 
(259) — (264) să fie îndeplinite. Vom arăta cá in condiţiile ipotezei Ej, 
constantele «7 care îndeplinesc (259) şi (264) nu depind de «( -). 

Fie a, (+) = 0 şi a; (t) = 1, te (f, h], pentru toti je(1,..., h}. 

Fie y*(-)eAC(ty, t,;R") astfel ca 2: (y*(-), a*(-)) = 0, "ande am 
notat «*(*) = (1,..., 1,0). SA 

Din Se şi u(-)e%, folosind observaţia 3, obţinem 


(280) « 29. z G2) y*(&) >= 0, pentru toti $e (0, 1, --- kj. 
Mai departe, folosind (280) si (259) cote 

A 
(281) Y) 32 (1) > 0. 

Zei 


Din propoziţia 2.3 şi din condiţia (261) avem 29 (1) = — IA pentru 
toti j e (1, ..., 2}. Prin urmare, din (281) avem 

(282) 39 — 0, pentru toţi je (1,..,^ ). 

Folosind (282) și alegind «,,, (*) = 0, din (269) obţinem 


(283) < Že (ate), y(t) > + Yes < 2% (at), yt) > = 0, 
z í21 Ox 


pentru orice (y('), ei D €.AC(fs, t; BR") x Lo (to ti; R*+!) care verifică 


(284) a(*) = (aC °); +++) aa), 0), i (YC), al +)) = 0. 
Presupunind că există două sisteme de constante ol, «¥, care verifică 
P gi Ge rezultă că ele verifică și (283). Seriem (283) pentru ağ, şi pentru 
ai, $e (1, ..., kj, iar apoi scădem membru cu membru cele două condiţii, 
Vom. obţine 


(286) $ (sf, z 4) < 2 D Gu, Uh) > = 0, pentru orice (y+), H 
ai 


care verifică (284). 
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Folosind ipoteza E, si observaţia 13, din (285) se obţine «E, = a, 


pentru toti i e (1, ..., k}. Astfel, în condițiile ipotezei E,,, sistemul de con- 
stante care verifică (259) si (260) nu depinde de 4( -). Fie «œ; 2 e(1, ..., k}, 
acest sistem de constante. 

Mai departe, din condiţiile (259) — (264), întocmai ca in demonstra- 
fiile teoremei 10, se obţin (246) și (247), unde de astă dată q(-) si S(-) nu 
mai depind de alegerea lui 4( +) E€ Vo. 

Condiţiile (246) si (247) astfel obţinute reprezintă concluziile (249) şi 
(250), iar demonstraţia se încheie. 


§ 9. CONDIŢIILE NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRU PROBLEME 
DE CONTROL OPTIMAL CU RESTRICŢII FUNCŢIONALE (PROBLEMA P) 


În tratarea, problemei P ne vom folosi de rezultatele date pentru Pi 
În acest scop, problema P se va pune sub forma P, si utilizind rezultatele 
deduse pentru P,, vom obţine condiţiile necesare dorite. La început, for- 
mulăm problema şi condiţiile obișnuite de lucru. Se cere să se minimizeze 
gelt pe mulțimea perechilor (et 3. at Ae A0(to t ; R") x Lolto t; R’) 
care verifică următoarele condiţii 


D 
(286) a(t) = a + | f(s, os), u(s)) ds, te [tos ta], unde ty, t, si 2 sint fixate, 
lo i 


(287) u(t) e U(t) a.p.t. pe [tot], 
(288) o, (2(5)) 0 pentru i e(—m, .. .,—1), p; (2(4)) —0, pentru e (1,. . .,k) 


QM), 


unde U(t)CR’, te [t t], sint arbitrare, iar e: R"— R, f: [to 4] X Rx 
x R’ + RE" împreună cu derivatele de ordinul al doilea DT ; hei sint 
EE 


continue, pentru toti Ze! — —1,0,1 E, je(1, ... n). În 
cazul in care U(t) = U, unde Uc R este deschisă pentru a obţine o formă 


fs ; I 


diferenţială presupunem în plus, că derivatele 252 sint continue. 
e ën 


Fie (2( -), &( +) o pereche optimală pentru P. Fie a= {i e {—m, 1}: 
2; Lët = 0}, la| = numărul indicilor din a, gi fie 9, : Rn Rial dată 
prin Pa = (96 Ze a). Vom transforma problema P în forma Po 


9 — c. 894 
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Fie hi: R"— RA: Rel R, ie (0,1,..., k} Ua, date prin hj (z) — 9, (z),h;' = 
— 0, pentru i e (0, 1, ..., k}, hi (x)= o, (2), hi (5) - &, pentru ea, unde g 
sînt date in P. Cu aceste notații problema P se formulează astfel : să se 
minimizeze ho(x(t,)) pe mulţimea elementelor [(z(*), E, at Al e(AC(to, t3 
R") X Rl) x Le(ty, ti; R’) care verifică următoarele condiţii 


t 
(289) a(t) = so + È fle, ale), ais de, te [to 4), 
to 
(290) u(t) e U(t) a.p.t. pe [to ti], 
(291) h; Let + h; (E) =-0, pentru ie {1, ..., k) Ua, unde ze, f, e, sint 
date in P. Notám această problemă cu P,. 


Mai departe vom aráta cá fiecárui element optimal pentru P $i corespunde 
un element local optimal pentru P,. 

Lema 10. Fie (ii: 4(-)) optimal pentru P și fie P, problema co- 
respunzătoare. Pie Ze Kal definit prin Z = 0 şi fie Z(*) =(2(-), Z). Atunci 
(2(-), &( -)) este local optimală pentru P, relativ la o vecinătate de forma y, X 
X Le (to, 45 RY. 

Demonstraţie. La început, vom arăta cá (z( -), &( -)) este admisă pentru 

P,. În acest scop, este suficient a arăta cá din (288) verificată pentru oi +), 
rezultă (291) pentru Z(+). Într-adevăr, prin definiţie avem h;(2()) J-h; le 
= e(2(h)) = 0, pentru ?e(1, ..., kj, gi hi (2(4)) + E = g; (@(h)) = 0 
pentru ¿ ea; prin urmare, (2(-), 4(-)) este admisă pentru P,. Mai departe, 
avem 9,(#(t,))<0 pentru toţi î e (— m, ..., —1}\a (vezi definiţia lui a). 
weoarece o, sînt continue rezultă că va exista o vecinătate V, C. A C(t,, t, : E") 
a lui ei +) astfel ca pentru orice oi Jet, să avem e, (2(t,))<<0 pentru toti 
Zei —m,..., —1}\a. 
Fie V,C.AC(t, t, ; E^) x Rl! vecinătatea lui (2(-), Z) dată prin y, = V, x 
X Ril si fie P = V, X Lo (to, t; R') vecinătatea pentru (Gi, d(-)). Vom 
arăta că (2(-), &(-)) este local optimalá pentru P, relativ la V. Fie, prin 
absurd, (z,( Lat -)) e Y admisă pentru P, astfel ca Aalt UC bel SI (4,( Je 
= (2,(-), &)). Prin definiție, avem z,(:) ef, iar din (289) si (290) rezultă, 
că (il u,(-)) îndeplinește (286) si (287). Mai departe, din (291) avem 
9; (X(t,)) = — (&3)?<0, pentru orice tea si 9,(x,(t,)) = 0 pentru orice 
Zeit, ..., k}. Deoarece oi Jet, avem şi 9,(#,(t,)) <0, pentru ief — m, ..., 
—1}\a; prin urmare, Lë -), &,(-)) este admisă pentru P. 

Pe de altă parte, din 99(24(t,)) = ho(2,(5)) <ho (2(5)) = po(2(t.)) se 
obţine contradictia cu optimalitatea lui (Z(+), OI A. 

Demonstratia este încheiată. 
Înainte de a formula rezultatele referitoare la P, vom face cîteva precizări. 
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Fie d, : [to 4] E^, se (0, 1,. .., k) Ua, absolut continue date prin 
d OF » T 
(292) A (t) = (aay, — S = (FE s 30)) Am tim tet as 


unde F(t, al = f(t, v, (t). 
Fie Vi, UCLo (tot JI) date prin 


(293) & = (u(*) € Lo (t, t; E"): u(t) e U(t) a.p.t. pe [to &]}, 


= Jul ed: j; « pult), f(t, 20), ult) — f(t, H(t), Ai >dt = 0, ie{0, 


+» K(Uaj. 


Fie o, = (ën tea) şi = (eu --- Oy)» 
Ipoteza E. Aplicația (do(2z(î,) ; -), do, (2(5) ;-)) : Rz d este surjectie 
gi există (us °), . . -y a IC astfel ca (y = (ya eil, B}U a): 


"E Op DEE f, (58 (0) — F (58(0) > dt, pentru a (°) e 
j=1 dis 


LL Lo (tos 1,5 E) care verifică o (t) zs, te [to t$], je (1, ...,h)) =. da KÉ 


unde f, (t, X) = f(t, zu, (t ))- 

Ipoteza E. Aplicatia (de (a(t) ; P» do, (2 (4) ; .)) : Enz R*+lal este a d La 

Oger {ty (> )y o Ue (°) } C Uo astfel ca Kl = (y = (y; , iell, ..., 
Ua: 


n=} («0 < HNO Ss (30) — 7630) at 


pentru a, (+) e Ly (în, t1; EI care verifiod ja, (t)>0,te [to t], Zeit, ..., h)). 
Fie Q(t) CU (t), te TUN t,], date prin 
(294) Q(t) = ( ue U (t): «9X0, f (t, @ (t), u) — F(t, 2) > = 
= 0,ie (0,1). . aM Ua. 
Observajia 17. Dacă (2(-),8(-)) îndeplineşte ipoteza E(E?) pentru 
P, atunci (2( -),8 ( -)) îndeplinește ipoteza BE) pentru P, (vezi P, din $3), 


unde z( A = (9( -), E), iar £ = OER. Orice u(*) eLo (to, bi; E") care veri- 
fică w(t)eQ(t) are proprietatea ul - )e Uo 
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TEOREMA 12. Fie (ol 4(-)) optimală pentru P. Pie ipoteza” E? 
îndeplinită. Atunci, există constantele a ie(— m,...,—1,0,1,...,% 
astfel ca să avem 


(295) x (t, & (t), u (0) dt > CD 4 (t)) dt, pentru orice u( ) e& 
fo by 
(H (t, x, u) =< v(t), f(t,0,4) >), 
(296) U < fi,80),8(0) — F (8 (0,8 (0, 8(08 ( > + 


+ < XE «8, ay — Eu, a, a), 2 (07 Jae 20 
Ox Ox 


poniru orice (© (-), â()) eA O (t, ti; R”) x Lo (to ti; R’) care verifică 

oa 
dt 

— f (t, & (t, &(1)) ap.t. pe [t, h]; 


a, verifică 


(297) SI ein SI = 0, - (6,8 (0) 3 () + F(t, à), Im — 


(298) ce =1, a, 20, a, q, (8 (5)) = 0, pentru ie(— m, ...,—1), 


dar V: Da bla R^, S: [tos til L (E^, R^) absolut continue, verifică 
k d k z d 
299) (p= X «OP = (X «eG» - a 
-(2 (t, & (0) y Y(t), at. în te [io t], 
HH 


LS sm ën — E -(+ Law y 8 (f + 


0? 
2 


S (t) = 2n 


2 


OH zm ëm, ant în te [toy 4]. 
0 a? 


+ 8) 23 (t, (0) + 
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Demonstraţie. Fie a = (ie(— m, ..., —1}: 9, (2 ()) = 0) gi fie P, 
problema corespunzătoare, 


Fie £ = 0c EN şi fie 2(-) = (@(-), Z). Din lema 10 rezultă cá (-), 

& ( - )) este local optimală pentru P, relativ la o vecinătate de forma 

V, X Lo (to bi), Deoarece este îndeplinită, ipoteza E? pentru P, folo- 

sind observaţia 17 deducem că este îndeplinită ipoteza Eo pentru P,. 

Astfel, condiţiile teoremei 6.3 sînt îndeplinite pentru P, "n Y, = Le (fs, 

h; ; R'). Deducem că există a, e E, i e (0,1, >} Ua, b: [ty 5] E, 
S :[to 5] L (E^, R") absolut continue astfel | ca 


M 


CEN < bt), f SI ut) >dt > |< b(t), 


(300) Y a, 


imm 


f (t, (t), 209) >dt, 
pentru orice u (:!) eV, 


tr 


k 
(301) a —1, J a < ECH (£) E, £20, pentru orice Ze Ell care verifică, 
des -m 


< (E, E 2—0,€(01,...,!(U0; 


(* Ei (8 (),8() — FEM), Bz) > Č <y NS eiT- 


— (62 (0),2 (t) > Js 20 


pentru orice (2(-), &(:))e.A C (ty, 43 E") X Lo (to 1, ; R’) care verifică. 


(302)u (-) e Ya, E (în) = 0, —— ae =F usq) + f (t, 3 (t), & (t)) — 
dt Ox 


— F (6$ (0), app în te [to t]. 


(303) V) -(3 GEI Jaw» - A 


2 (SE (à o) à (0, acp-t pe [to ti], 
HH 
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“(3 A EXIT = 


-(-- Be 8 (0) -- 8 (2 — Sa (4, 2 (£)) + 

2 | 
nb 
ge 


(304) 


a. p. t. in tel, til. 
În continuare, folosind Lom lui KI avem € (E) = 0, pentru toti 


de (0,1, ..., k)Ua urs e ët E > = (Ej)? pentru 
1 e (0,1, ..., k} gi pentru j ea. Astfel din Gei obtinem 
(305) a — 1, Şi «; (E)? 0, pentru orice Fe E!*!. 

ica 


Mai departe, alegînd o, = 0, pentru i e $ — m, ..., —1}Na din (305) gi 
tinind seama de definiţia lui a obţinem 
(306) a = 1, a; >0, æ; 9;(@(t,)) = 0, pentru îe(—m,..., — 1} şi am 
obținut (298). 

Folosind (300) şi (301) rezultă că sînt îndeplinite (295) şi (296), iar 
demonstraţia se încheie. 


Deoarece am presupus că este îndeplinită ipoteza ET, constantele care 
apar în teorema 12 se obţin independente deal, ) e. Ip oteza, f°, în general, 
este dură. Dacă înlocuim ipoteza E? cu E atunci se slábesc. condiţiile im- 
puse problemei P, dar constantele care se obțin vor depinde de 4 (:)e%,, 


TEOREMA 13. Fie (x (-), &(*)) optimal pentru P şi dle ipoteza E înde- 
E Atunci pentru fiecare u ( * ) e UVa există constantele oi, 4e (—m,...,—1, 
0,1, ... k} astfel ca să avem 


(307) |; H*(t, v(t), w(t) >dt> e Ho, Gi, (t) dt, pentru orice 


v(:)eX&(H*(t, x, al = < d (t), f (t, æ, u)>), 
d Pa e 4 - = ð HE de 
(308) | [< f(t, ëm, gn — Fle ëm, gr 2()- -- « gât, 
4 


à (t)) zd (t, 300, 4 (2), Z(t) >] dt > 05 «ë verifică 


(309) a = 1, a o (2(4)) = 0, pentru i e(— m, ...,— 1), 
VE: [tos la R^, Să: [t,4]> L (R^, En absolut continue sint date prin 
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(810) (7 () = Y; af (0) dit) = 5; (3. ağ d Gm, - = 
icom dt 


= (oe (t, ai) Aem a.p.t pe [to t,], S#(t,) = sal Y aF sl (2(6));— 


ia — 
oF OF y Ed u e f, 
SCH -( o déit S(t) + BEE (t, 8(0) + EE, (0, à (). 
iar 2(-) € AC (ty, t; R”) este dată prin 
(311) Spa 9% = 
pe [ii]. 


Demonstraţie. Fie a = {i e {— m, ..., —1) : 9; (2 (&)) = 0 gi fie P, 
pons corespunzătoare. 

Fie g = 0 ( e R ^!) şifiez(:) = (2(-), EL Folosind lema 10 deducem cá 
GI: hi di (+)) este qr optimală pentru P, relativ la o vecinătate de forma 
Hz PX Lo (to, t; E"). 

Prin ipoteză si folosind observaţia 17 deducem că este îndeplinită 
ipoteza E, pentru P,. Prin urmare, condițiile propoziției 6.2 sint inde- 
plinite pentru P,. 

Rezultă că peret fiecare u(- ) e 4 şi g =0 (e El*!) există con- 
stantele «7, e (1, ...., k} U a, astfel ca să avem 


(312) j; < Y(t), f (t, 2 (0), vm > a> f < Y(t), F (t F(t) > dt, 
pentru orice u(-)e, 

(313) N [« f (8), &()) — FH), BONS + « 7 «e V9 (0, Eé 
& (t), Glo — F (t, 2 (t)), &(t) ]di2 0, unde z(-)&e AC (to, te R^) verifică 


oF (t, & (1) B(t) + f(t, 20, & (0) — F (t, & (0), apt. 


(814) 2 (t) —0, = Lr (t, E(t) 2 (0) + F(t, 20, &() — F(t, ë (8) apt. 
pe [4,5], iar VE: Da us R^, 85 :[to ta] — SUE, R") absolut continue 
sint date prin 

(315) den) = Ê (Hb + Zak MEI = -(z o suit YE (0), a.p.t. 
pe [tos t]; ge 

(816) 87 (4) = 7 (M + E «E M) (E (6), 


dëi. 0f T i a u oF T EM u Ft. m 
x d nam 8* (t) + Se 2]. (t, äm + << V (0 FL BO)> 


a.p.t. pe [to 64]. 
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Din definiţia, lui hj avem 


(317) 49 (4) = A (o + Ee e) (îl), ST (&) = Z (99 +E os 9) (4) 


şi alegind «E = 0 pentru del — m, ..., — 1)Na din (312) — (317) se ob- 
tine (307) — (310) şi demonstraţia se încheie 


Observatia 18. În teorema 13, în comparaţie cu teorema 12, nu am ob- 
ținut pozitivitatea constantelor at î e (— m, ..., — 1). Aceasta se daioreşte 
modului de lucru adoptat în teorema 13 şi anume tratării problemei P ca o 
problemă numai cw restricţii funcționale de tip egalitate. Menţionăm că tra- 
tind problema P direct se poate arăta că at, din teorema 13, îndeplinesc în 
plus proprietatea ai > 0, îe(—m,..., —1}. 

În încheiere vom face cîteva observaţii de ordin general. Teoremele 
12 şi 13 conţin condiţii necesare de ordinul doi pentru probleme de control 
optimal cu restricţii funcţionale de tip inegalitate şi de tip egalitate, 
în care domeniul comenzii este o mulţime arbitrară variabilă în timp. După 
cum se observă, rezultatele pentru o astfel de problemă, fata de cazul în 
care avem numai restricţii funcţionale de tip egalitate (vezi Pj), se deo- 
sebesc prin aceea că «,, care corespund functionalelor ce dau inegalitatile, 
au un semn bine determinat. În mod analog se pot găsi condiţiile necesare 
pentru P gi în celelalte cazuri (domeniul comenzii mulţime deschisă, mulțime 
convexă) iar rezultatele se vor deosebi față de P, numai prin aceea că acele 
constante care corespund functionalelor oj, ? e( — m, ..., — 1} sint 
pozitive. 


$10. PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL CU TIMP FINAL LIBER (PROBLEMA Pj) 


Se pune întrebarea, in ce mod se pot ut/liza rezultatele obţinute pen- 
tru problemele de control optimal cu timp final fixat în cazul in care tim- 
pul final este liber. În acest scop, vom arăta că problema cu timpul final 
liber se poate pune sub forma uneia cu timpul final fixat astfel încît unui 
element optimal din problema iniţială să-i corespundă prin această trans- 
formare, un element optimal pentru problema auxiliară. Mai departe, 
utilizînd teoria dezvoltată pentru P, şi P, vom găsi forma pe care o au 
condiţiile necesare de ordinul al doilea pentru problemele cu timp final liber. 

Problema cu timp final liber constă în minimizarea lui 9, (x (t,)) 
pe mulţimea elementelor (¢,, æ (-), «(+ )) e([t5, 00) X AC (ty, ti; E") X Lo (to, 
t; R’), unde t, > 0 este fixat, care verifică următoarele condiţii 


(318) æ (t) = 2, + U f (a (8), u (8)) ds, te [tos ti], a E R” este fixat, 


(319) u (t) e U a.p.t in t e [t ,], unde U C E este arbitrară. 
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(320) 9, (2(5)) € 0,4 e(— m, ..., — 1}, e (2(5) = 0, ie {1, . ., k}, 


. S 2 
unde g,: R”—> R,f: R^x R'— R” împreună cu derivatele parţiale Ee ; 
x 


arf, l 
Zh ie{— m... 1 0,1, ... k}, je{l,..., n}, sint continue. În 


cazul în care U este deschisă sau convexă se va presupune în plus cá deri- 


2 
vatele Zi au i, je(1,...,n), sint continue. Notám cu P, această 


problemă. Mai departe, considerăm următoarea problemă de control 
optimal cu timp final fixat : să se minimizeze o, (y (1) pe mulţimea funcţiilor 
(7 (-), (+), 2(*))e A0(0,1; RE") xL. (0,1; R’) x L.(0,1; R) care verifică 
condiţiile 


(821) y (c) a, + X (8) f (y (8), w (8)) de, ce [0,1] 
(322) w (8) e U, v (s) > 0 a.p.t. in se [0,1], 


Soa d (y (1) <0, pentrute{— m, ...— 1}, e, (y (1)) = 0, pentru Zelt, 


unde o, f, %, U, sînt date in P,. 

Notăm eu P această problemă. Funcţia comandă pentru P este (w (-)- 
v( A, iar domeniul comenzii este dat prin U =U x [0,00) C R'x R. 
Mai departe, vom arăta, | că oricărui element optimal P, îi corespunde un. 
element optimal pentru P. 

Fie (t Lm ) îi (*)) optimalá pentru P,. Prin urmare, există î, > ty si (2(* I» 
ü )) E AC(to fi; R°) X Lo (to, în; E") astfel ca să avem 

(324) Po (a(t. pelh), pentru orice (6,2 ), u(- )) admisă in P, 

Fie 3, = ¢, — to si 9: (0, 1] E dată prin 9(s) = Za se [0,1]. Avem 


(325) Jj $(s) de = T, + ty 


Fie î : [0, 1]— [to %,] absolut continuă dată prin 
f(s) =t + Jj St eldo si fie (IA, 9(-)) € AC(0, 1; E") Leift, 1: R*)date 


prin Sol = 4(t(0)), Giel = ti(t(c)). 

La început vom arăta că (3( -), (%(-), 9(-))) este admisă pentru P. 
Într-adevăr, deoarece SU) = &(î,) avem că (323) este îndeplinită, iar 
din 4(t) e U a.p.t pe [ta £,] obţinem cá și (322) este îndeplinită. Din (318) 
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scrisă pentru (#(-), &(-)), făcînd transformarea st (s) avem giel = Sot 
| "ate We) ds = at 890, 990) de si prin urmare (I +), G2 
to 


$(-)) verifică şi (321). Vom arăta, prin absurd, cá (7 ( - ), (Gë -), 9 ( - ))) este 
optimalá pentru P. 
Fie (y,(°), (wi(-), *(:))) admisă pentru P astfel ca să avem 


(326) eq(91(1)) « e«(9(1)). 


Pie t,— t, =f v (8) ds gi Det: [0:1] [t9 , tin: [to 4]-[0, 1], 


date prin Gol = t + V 2,(8) ds, m(t) = sup {r (ët E = t}. 


Definim &, ` Lie t,]— E^ ,u, : [to h] >E prin a,(0) fat, w(t) = w, (alt, 
Vom arăta cá (t, z,( -), a(*)) este admisă pentru P, Prin definiție avem 
æ(tı) = y,(1) şi prin urmare, (320) este îndeplinită. Fácind transformarea 


$1, (S) avem - 


mat Län fk wf dem + 1 n) fto) mto) as. 
CHE l Hle d) 


Din propoziția a.4 si din definițiile lui ei +), (°) avem 


Giel Hätte, w(t(8))) = E Fi. (8), ,(s)) dacă (f(s)) = s, 
Şi ifto OD = [0, att 0 în rest 


Prin urmare, avem 
t att 
Ly + f f(æ(8), 41(8)) ds = 2, +{ e) fano) w;(s)) ds— 2(t), € tito til, 


şi deci este îndeplinită (318) pentru (#,( -), «4( -)). 


Mai departe, din «,(s)e U a.p. t. pe [0, 1] (vezi (322) deducem) că există 
BC[0, 1] astfel ca más B = 1 si w,(8)e U pentru orice se B. 
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Din definiţii și din propoziţia a.4 avem más t,(B)--müs(t € [to, t,] : m(t) € B) 
= t —1, Prin urmare u(t) = w,(», (t)) e U a.p.t. in te [to t] si conditi- 
ile (318) — (320) sint verificate pentru (2,(-), ua( :)). Deoarece. y,(1) = 
= a(t), SO) = 2(1,), din (326) obţinem 94(2,(t,))<¢q(#(7,)) şi se contra- 
zice optimalitatea lui (#(-), @-)). Înainte de a da condii iile necesare de 
ordinul doi pentru P, vom face citeva precizări 

Fie (¢,, 2(-), &(-)) optimală pentru P, 


Fie da Za absolut continuă definită prin 
(827) A 5) = TE G4), — a = (54 HUE ae) H(t) apt. inte [ty A 


ie(—m, ..., — 1, 0,1, ..., kj, unde F(t, 2) = f(x, di) t E [to 3] o e E". 


Fie a = (ie {— m, ...,—1) : edëtt = 0). Fie 4, 4 C Let, $,; Er) date 
prin l 


(328) 4 ={u(-)ELolt, fol: u(t)e U a.p.t. pe [to i1] 


629) 4,— {u(-Jews (^ «duos f v) Flt, à) >at = 0, 


pentru î eaU (0, 1,..., k} ) Pie o,=(9;, i € a), |a] =numărul indicilor din a. 

Ipoteza E,. Aplicația (dq(2(£,) 5 * ), do, (2(0,) ;* )) : E"— R**lel este surjecfie 

gt există (u,( +), ..., Un (© )) C astfel ca Rtl, -(y—(y;, i € aU}{I,.. PE 
A 

y; — Y (" e(t) « v), FEB) — f(t GU >at, pentru a(-)e Leo ; (to, ty m y 
j=l “ty 


care a e(t) > 0 a.p.t. pe [to 6] jeí1,... hd}, unde ft, 2) = 
f(a, u,(t)). 

Ipoteza BER. T dee (deat 1); ^» de(z(£,); A: R"— Rial cste surjectie 
și există (u,(-), ..., u,( -)) CU, aet ca (y = (Yy, 46 aU(,. : 


"EE xí a, (0) « 4,0) f, (6 8(0) + F(t) 8(0) dt, pentru a(-)e 
ZC dt 


Lol to $33 R^)careverificá «,(t)>0 a.p.t. pe [to (1,3 € (1,... h} } = Ret. 
Fie O(t)C€, ie [tyt] date prin 


(830) Q(t)— e U : «40, Fă), w)--f(& (1), Gt)  —0, ie aU (1, ..., HL 
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LEMA 11. Fie (is &(*), 8(*)) optimală pentru P, şi fie (J(-), (©), 
Sall optimald pentru P (39 = $,—1) corespunzătoare lui dE ch &( *)). Dacă 
ipoteza BYE? ) este îndeptinită pentru P, atunci pentru P este îndeplinită 
ipoteza E(E? 

Demonstrație. Fie (J(-), %(-))e AC(0, 1; Enz Leit, Lr R’) date prin 


Ziel = a(t(s)), 
(s) = üT (s)), unde f (s) = t, + Jj à, de =t — 9,8 =t + (E le, 


Fie a = (ie t= m, — 1}: 9,(@(t)) = 0}. Fie Ñ; : (0, 1]--E" abso- 
n continue date prin is) =; d (8), unde V,(-) sînt date prin (327). 
vem 


(331) Qi (1) = ^? gi), — a re dat (7 (s), île)? Adel, 


a.p.t. in s e [0, 1] ie(—nm, ..., —1,0, I; SE 


Din ipoteza EE?) avem cá aplicaţia (de (2(£,);:) dp (2($,); -)): 
R"->R*+la este surjectie. Deoarece 2(7,) = 9(1), rezultă că aplicația (do 
(qa); ), de, (9(1); +): E" R**l este surjectie. Mai departe, din ipoteza 
E, (E), făcînd transformarea t =f (8) se obţine că există w;( -), j € (1, .. .,h), 
w,(s) = w,(I(s)) unde (u,(-), ..., %,(°)} sint date prin EE»), astfel ea 


(8332) (y = (yo Zeallt, --- Kee , a, (889 < Fa (8), P Giel 


to 


w,(8)) — f(3(s), i > ds, 

pentru ei Jehin, 1; E^) care verifică a,(s)>0 a.p.t. pe [0, 1]} = Brie. 
Mai departe ere gd *)e La(0,1; EI astfel cav (8) = 5,8 e [0,1], din 
(332) deducem că (w,(-), Bo), jef.. ...,h), îndeplinesc ipoteza E (E?) 
pentru P(vezi problema . P)si demonstraţia se încheie 


TEOREMA 14. Fie (¢,, 9( °), 4(-)) optimald pentru P, 
Pie ipoteza E, îndeplinită. Atunci pentru fiecare u( - ) e U, există constantele 


of astfel ca să avem 
(333) min Hi (t e(t), v) > = H! (t &(t), 4(t)) = 0, a.p.t. pe [to ti 
(H*(t, z, u) = dÉ, f(x, u) >) 


(334) Jj «F8 (t, à(t)) — FE (t, à(1), E(t) > dt>0, unde FT : [ty În] x E'— E" 


este dată prin Fii, u) = f(x(t), ai S"(t) + = (t, 2 (t), u), iar 2(-)e AC 
c 
(to f1; E") verifică 
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(335) e(t) — 0, SE E a (1), 20) & (t) + f (6 (0, w(t)) — f (2 (0, &(t)); 


PE D £,]— R^, SE : [6,04]. (R^, R°) absolut continue sînt date prin 


(336) em = = oF 440) uf.) = LX aff et) 


d yë 0f ,- us T. Pi " 
-1 = Lon am) de, acp.t. în te [toy Fa], 
SÈ) = sal X; a e GA, a aan) SE + 


TE 3f dE 


at LR 


&(t), (1) >, a.p.t. în t e De 84]; 


(337) cY = 1, a¥>0, of p; (ëtt. = 0, pentru toți Zeit m, ..., —1). 


Demonstrație. Fie 'P problema cu timp | final fixat atașată lui P,. 
Fie 3: [0, 1]->[0, co) dată prin (8) = Jo, 9, = fı EE .Fie 7 : [0, 1]—[f o 
t] dată prin Ziel = t, + 89, = t, + s(0, — ty) şi fie (9( , 25 ( Ae 40(01; 
RE") x Le (0,1; my date prin *g(s) = a(t(8)), tb(s) = üT (ei, s € [0, 1]. 
Am vázut cá E *), DÉI -), Sall este optimal pentru P. Deoarece ipoteza I 
este îndeplinită pentru P,, din lema 11 rezultă că este îndeplinită ipoteza 
E pentru P. Ipotezele teoremei 12 fiind satisfăcute, rezultă că pentru fie- 
care (X *), ?( -) din Y, (vezi (293)) există constantele &,, je (— m, ...,—1, 
9, 1, , k} astfel ca *(295) — (299) sá fie indeplinite. 
Fie o -)e 4^, vezi (329)) să fie w(-) e L4(0, 1, E") dată prin w(s)— üli (8)). 
Din (329), fácind transformarea de variabilă t = î(8), se [0,1], rezultă că 


avem 0 = (‘ «x0, f X0, Gm — f((0, dm > at = A (0,9), 


(2) — fle), leit >ds pentru i e aU (0,1,. . . k}, unde Ş, (-) e 40(0,1; R^) 


Y T 
verifies % (1) = 29. man, — SE = al Za $e) A, a.p.t. 


pe [0, 1]. 
Prin urmare (w( -), ?,) e Vo ((vezi (293) pentru problema P) si din teorema 
10 rezultă că pentru fiecare UW-)EU, (vezi (329)) există constantele at 
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astfel ca să avem 
t _ = 1 Ls "P 
(338) | o(2)< A9 (8), f) îs) >de> | 9, « V (0), f (6), 96 (9) >s, 
0 i 0 
pentru orice w(-)e La(0,1; E') v(-)eL«4(0,1; R), v(8)>0 si w(s)e U 
a.p.t. pe [0, 1], 


(339) dl Tol<fH(e), wielt — f (9), 9 (9), ST (5) g)> + < ~~ < 


<*(s), f(G(s), (s)) — Fle), (a) >, fiel ds, 
unde Q* (-), §#(-), g( -) sînt date prin 


k u 
(340) Fo =F, X della, — UU. Lech (Za, el ge) 


a.p.t. in s € [0,1], 


Lo — 


Bia) = me: GË d mr =? (2 f. (s), wf $2 (s) + 


Ox? 


Bu) T of Í (He), Si += e SE (e), f), w(8)) >], ap.t. pe 9.311. 


(341) 7(0)=0 de =â, E f a (e), (0) p (e) +F (6), (9) Fare) foe) |, 
a.p.t. pe [0,1], unde «? verifică 


(342) of = 1, «7 > 0, aFo,(9(1)) = 0, pentru toţi ie{ —m, ..., — 1). 


Fie Q9": [fo 4] > E", SE: [to h] > L (R", E") date prin dë = 
zu), SE (t) = 8" (3 (0), unde ji, S" sint cele care îndeplinesc 
(338) — (340), iar o: [tə tı] — [0,1] este dată prin . 


(343) gi = — (t—19; 


Din (339) se obţine că ji (+), Si (+) verifică (336). Notăm Z(t) = 9 (7 (t)), 
t € [to tı], unde 7(-) verifică (341). Din (341) obținem cáz(-) verifică (335). 
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Mai departe, din (339), cu notatiile făcute mai sus, obţinem (334). 
In sfirgit din (338) vom deduce (333). Alegem v(s) = Zen se [0,1] si din 
(338) obţinem  . | 


(344) V «eto, f, n0) » à = Jj By < V? (0), F(9 (8), w (8)) — dr > 


Un, Fe), FU (0,9 (0) > ds = ei, DEI, 20) > t, pentru orice 
0 


lo 
ai - le Lo (ts, t1; RB’) care verifică w(t) e U 2.p.t. pe [to t1]. Deoarece mulți- 
def - 
mile O (î)( = U), te[f,, t] verifică proprietatea L (vezi P), folosind lema 3.2 


pentru A (t) = 0, c(t, u) = 0, F (t, u) = 0, G (t, v) = 0, H (t, u) = < p* (t), 
jf (& (t), u) >, din (344) obţinem l 


(345) min « YE (0), f (2 (t), w) > = Y7 (t), f (8 (0, 9 (0) > ap.t. pe [to #1). 
Mai departe, din (338) pentru w(-) = %(-) avem 


(346) Jj (o(s) — 9) « V? (5) FF (5), Siet > ds > 0, 
0 


pentru orice v (°) e L4 (0,1; E) care verifică v(s) > 0, a.p.t. în [0, 1] 
Deoarece mulțimile Q(s) = [0, co) s €[0,1] au proprietatea L(vezi P,) 
folosind lema 3.2 pentru A (s) = 0, c(s, v) = 0, F (s, u) = 0, G (s, u) = 0, 
H (s,u) = < 8 (s), fF (8), w) >v, &(s) = (© (s), în), (s) = (© (s), v (8), 
u = (w, v), din (346) obținem 


(347) (v, — 9) G7 (8), TO (s), W(s)) > > 0, pentru orice ve (0, co) 
a.p.t pe [0,1]. 


Deoarece 3, = f, — to > 0, din (347) obţinem 


(348) < 9 (5), f(J (8), W(s)) > = 0 a.p.t. în se [0,1]. 


Avem Z(t) = y 95 (0), (t) = DF (t), (t) = JE (0), t € [t Cl si din 
(348) obținem 


(349): < v* (t), fit), t) 2 — 90 ap.t in te [t t]. 


Condiţia (345) împreună eu (349) reprezintă pe (333) şi demonstraţia, se 
încheie. | 


TEOREMA 15. Fie (f, 2(-), %(-)) optimală pentru P,. 
Pie ipoteza E) îndeplinită. Atunci există ge Rie{—m, ..., 21,0,1,..., k}, 
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y: Da îi] E^, 8: Da 5] 2 (R^, R^), astfel ca să avem 

(350) min H(t, $ (t), u) > = H (t, & (t), &(0)) > = 0, a.p.t. pe [to £1], 
(H(t, œ, u) = < 4 (t), f(z, ») 2) 

(351) , <F(t, ëm — F(t, &(t)), SI >dt>0, pentru orice (2(*), 

&(*) EAC (to în; E") X Le (ly #1; E") care verifică 

(352) & (t) — 0, e er a, Su 2 (t) + f(2(0, &(t)) — f (2 (0, 40), 


2.p.t. pe [to h], u(:)e Va 
unde F: [tst t] x R> R, q:[$£6,] R, 8: [t,t] > L (E^, En 
sini date prin l 
" oH E 
(383) F(t, u) = f (2 (t), u) S(t) + P (t, & (t), u) 


(354) (+ (t) = PE A 2-52 X ae te), - = 
- KE (8(), E (i), acp.t. pe De Tal 
co 
NL E = 7.\, . 98 _ (9f |= "eum 
Su) = 7 viden EE - e (SL e, am) s+ 


em Zem 20,20) apt pe [ty £1] 


(355) oa =1, «,2 0, e e,($(5)) = 0 pentru toți ie (—m, ..., —1). 


Demonstraţie. Demonstrația este asemănătoare celei date pentru 
teorema, 14. Fie P problema cu timp final fixat atașată lui P,. Am văzut 
că [7(-), %(-), &,)] este optimală pentru P, unde 3, = î, — to, IS) = 
= to +8 (1 — to), Sisi = $(£(8), W(s) = "To (ell, se [0, 1]. Deoarece 
ipoteza E? teste îndeplinită pentru P,, din lema 10 rezultă că este înde- 
plinită ipoteza E? pentru P. Ipotezele teoremei 13 fiind satisfăcute (vezi 
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problema P) rezultă că există constantele «, astfel ca să avem 


(356) Jj v (s) < (8), TO (8), w (8)) > ds > Jj 9, < d (s), f (F (s), $9(s)) > ds, 


Ve oriee (w(: » oC Deus (0,1; Æ+!) care verifică {w (s), v(s)) € 
Ux[0,oo) a.p.t. in: [0, 1], 


(357) Jj <Ñ (s, & (s) Sien — P (s, (s), 3), 7(8)>ds 0, pentru orice: 
0 
[7(-), (0(:),9 (1€ 4C(0,1; ER") X La (0,1; ri) care verifică 


(388) (w(*), 2(:))e, (Vezi (292)), 7 (0) = 0, m = 9, Ge (7 (8), 


@(8)) Sisi + (8) f (F (8), $(s)) — of (9 (s), © (s), 


unde 7: [0, 1]xX Rx R>R*,h: [0,1]—> R", B: [0,1] — L (R^, E^) sint. 
date prin 


(359) F (8, w, v) = v [f (F (9), w) 8 (s) + < G(s), FF), w>] 


(360) j(1) = È (3 Y se) ea) -u- s (AE X gehe e [0.1] 
Ee Y se -Er dÉ ee), Seil 8 (s) + 
i=—m 
af E LIUM S 
KE eg Z < 6) f (8), 9 (8))> a.p.t. pe [0, 1], 


(361) gess 1, «, 2 0, ap; (2 (5)) = 0 pentru toţi ie {—m, ..., —1}. 
Fie 4(:)e4, (vezi (329) si fie $(:)€L.4(0,1; R’) dată prin w (8)= 


Din ARUM transformarea t = î (8) rezultă cá avem 
(362) o- «40, 160, 80) ~ FEM, 40)» à = 
fo 


=È 8o eus £0 (0) Sie —1( (9), Š) > de, 
0 


X pentru ¿eaU (0, 1, ..., kj, unde dal: Je AO, 1; E") verifică 


10 — c. 894 
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mei Am = 22 gay -H = dE ere z0)) Ziel 


a.p.t. pe [0, 1] pentru toţi ie (—m, ..., —1,0,1 , k}. 

Din (362) si (363) rezultă că avem (tw(-), Gul e U, (vezi (293) pentru P) dacă 
40 (8) =% (î (s)), unde &( +) e Yo (vezi (329) e este aleasá arbitrar. Prin urmare, 
(357) devine 


(364) Jj « P (s, (5), 3.) — P (s, ds), $$), 7 (8) > ds > 0, pentru orice 
0 

(3 (-), €(-)eA0(0,1; E") X La (0, 1; E") care verifică 

(365) w(s) = BI (s)), se [0,1], v(-) E% (vezi (329)) 


em = 0, =a (9 (8), Siet 8(5) +f el, Siet -FE (8), Sta), 


a.p.t. pe [0,1]. 
Mai departe, fis d: [to 4] — E^, S : [to 4] 9 2 (E^, E") date prin 


M $0) — 96:0, ëm = BI, zi = FHM) unde F(-), 


ş(-) sint cele care verifică (356) — (361) si (364), (365) iar 
s. M [0, 1] este datá prin 


(367) qa) AR. 
Tato 


Cu notafiile de mai sus, din (364), (365) si (366) se obtine (351) unde 


F(t, u) = B, u, Bo) 
Mai departe, din (356) se obtine 


E | 
(368) Ms b(t), FEU, u(t) dt = Jj Bo < (5), f, w(s))>ds > 


| Da < y (8), f (3 (8), © (s)) > ds = P < Y(t), f (2 (t), &(t)) > dt, pentru orice 
0 by TE i 
u(*)€ Lo (ty tı; R’) care verifică u (t)e U, ant, pe [to 71]. 
Mai departe, din (356) pentru w(-) = Ù (:-), se obţine 
(369) Jj (v (s) — 99) < die f(7(s), W(s))>ds >0 pentru orice v(:)e 
0 


€ Lo (0, 1; B), 
care verifică v (s) e [0, co) a.p.t. pe [0,1]. 
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. Deoarece mulțimile Q (t) = U, te [t, 4], îndeplinesc proprietatea 
L (vezi Py), din (368), folosind lema 3.2 pentru H (t, u) = < v(t), f (@(t),, 
u)>, A(t) = 0, c(t, u) = 0, F(t, u) = 0, GI, u) = 0, obţinem 


(370) min < v (t), f(2(0, v) > = « e(t), f(2 (t), 4 (1) >, a. p.t. pe [toy t)» 


iar din (369), folosind lema 3.2 pentru H (s, u) =v < F (8), f (y (8) ai >, 
u= (v, w), F (t, u) = 0, G (t, u) = 0, c(t, u) = 0, A(t) = 0, ü (s) = (0(8), 
40 (8)), € (s) = (a, 16 (8)), obţinem 


(371) na (7 — Dal < d (8), TG (s), W(s))>>0 a.p.t. pe [0, 1]. 


Deoarece 9, = 7, — to > 0, din (371) se obține 
(372) < (e), f (9 (8), @(s))> — 0 apt. pe [0,1]. 


Prin definiţie, avem y (3 (t)) = 2(¢), (H(t) = BIL, VA) = p t) 
te [ty blei din (372) obținem | 


(373) bi, f(@(t), Am = 0, a.p.t. pe [to 71]. 


adina abd împreună cu (373) reprezintă pe (350) si demonstrația este: 
cheiată. s 

Observajia, 18. Fie condițiile teoremei 15 îndeplinite. In plus, dacă mul- 
fimile Q(t), te [to t1] (vezi (330)) îndeplinesc proprietatea L (vezi Py) atunci 
< F(t, u) — F (t, @(t)); f (v (t), u) — f(x(t), &(t)) >> 0, pentru orice u e Q(t), 
a.p.t. în te [to 141], unde F(t, u) este definită în (353). - 

Observatia este imediată, luînd în consideraţie (351) si lema 3.2. 

În teoremele 14 şi 15 au fost date condiţiile necesare de ordinul doi 
pentru P, în cazul în care domeniul comenzii este o mulțime arbitrară.. 

Dacă domeniul comenzii este o mulţime deschisă sau convexă, condi-- 
tiile necesare de ordinul al doilea pentru P, se deduc din rezultatele date 
pentru P, şi P într-un mod asemănător celui folosit în demonstraţia teo-- 
remelor 14 şi 15. 

Pentru a formula aceste rezultate sint necesare cîteva notații. 

Notăm prin P; problema P, in care mulțimea 4 este deschisă gii 
prin P; problema P, în care mulţimea Z este convexă. Fie (t, 2(-), (&(-)) 
optimală pentru P; (P;,) și fie dai le AC(t, ta 5"), ?e(—m, ...,—1, 0,1... 
. + E), definite in (327). Fie 4C Ls (to, 1, ; A") dată in (328) şi fie Y, defi- 
nitá prin 


qi, = (u(*)e 45 (< bi (1), Buza) wi —&() »dt = 0 


pentru ieaU (0,1, ...,k)), undea = {ie {—m, ..., —1):« (& (#,))=0}}. 
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Ipoteza E, Vectorii "2 &(t,)), ¿EaU (1, ..., k}, sînt liniar inde- 
^J c 


pendenfi şi avem 
{y = (yn Ea U D. EI) y= 8 «o Lr af q É a), & (t)) u(t) >dt, 


vi: le Le (ty în; Ri) Err 


Ipoteza E». Există (u, (+), ...,u, (*) C Yos astiel ca 


(y = (yu t€aU (t ...,k):y = 


h 


= d a <h ( 2 (t, & (t), & (9) (us (t) — 4 (t)) > dt 
Qu 


unde eil € La (to t1; R) verifică a, (t) 2 0 a.p.t. [to 11]} = R*+ 3 
Ca gi în cazul problemei P, vom atașa lui P; (P,,) o problemă echivalentă 
cu timp final fixat pe care o notăm cu B; ( P, Ai 

Se observă că dacă ipoteza E; LE) este îndeplinită atunci este înde- 
plinită ipoteza E, LES) (vezi problema Po(P,.) pentru P, (Pr). 


Folosind rezultatul dat pentru P,(P,,) şi urmînd aceeași cale ca în 
demonstraţia teoremei 14 obţinem următoarele două teoreme 


TEOREMA 16. Fie (£,,9(:), &(-)) optimal pentru P. Pie ipoteza E 
$i proprictates R îndeplinite (vezi §7). Atunci există 


a; € R,i e (—m, ..., —1, 0,1, ..., k), 9: [f t1] 5 E" 
şi. | 
8: [toy 4] >? (R^, R”) astfel ca 
(380) min H (t, 2 (t), u) = H (t, $ (t), à (t)) =0 ant, în [t, îl, 


(H (t, hl = < d (t), f (2, u) >) 


Gau "Tony a (t)) B(t) >+<G (t, GI, u (t) >] dt>0, pentru orice Si. ), 


ji *)) care verifică 
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(352) < ZE (8) (4) > = 0, ie UL, a E) 20) = 0 
"dz ô E x 0 ii ie sa es 
= ; Gm, aen + "(50,8 (9) v (0, apt. pe [oy Fl 


unde F : [t,#,] x R' > En gi G: [t,t] x Er — R" sînt date prin 


(3537) F (t, u) = (u)! Lë: (3 (ao S(t) + tu)? =. (t, 2 (4), à (1) 


G (t, u) -70r E " sn, am 
sar d(-) şi S( +) verifică 
| ( f 
(354) 4 (Fy) = (3 X «jac» - 2 a Ae Lë T mem v(t) 


a.p.t. in [to 4]; 


(355') S(T 


0? k m dë Se f E - 
Re (X a — ER = (3 Gm, em S (t) + 


+ s o (54 Zu mam) 


ü (t)) a. p.t. pe [to t], 
(356) a, = 1, a; > 0, a; gı (2(7.)) = 0, pentru toți ie ( — m, ..., —1}. 


TEOREMA 17. Fie (0, 2(), 4(-)) optimal pentru P, şi fie ipoteza 
Ee îndeplinită. Atunci există a;eR, ie (— m, ..., —1, 0,1, ..., k}, 


: [to £4] > R* , S:[t, 0£,] > L (R^, R”) astfel cà să avem 
0 
- dH A | 
(350) < E (t, æ (t), @(t)),u — &@ (t) > > 0, pentru oriceucU, 
uU D B 


a.p.t. în [to £1] (H(t, a, u) E <  (t), f (2, u)>); 
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(351) NE P(t, E0) —PF(,8(0),2() > + <e tal) — 


— G (t, & (t)), & (1) — & (t) SE 


pentru orice (2 (-), w (- )) EAC (t, t; E") x Za, care verifică 


da m Of =- E = ôf ,- " "T 
Ei an (a(t), & (t)) 2 (t) + au (x (t), &(t)) (u (t) 


— BI a-p.t. pe [to h], 


unde F : [ty În] x R' > R^ ,G: Da 6] x E'R" sînt date prin 


(853) F(t, u= w) *( i aaa) 8() + ip Z (58(),8(), 


-H (t, 5 (0), ao), 


1 
G (t, u) = pug 
ar V (-)si S (-) sînt date prin 


(354^) (9(2) - X a Y 0) 9 (Fy) = + E a d (3), 
= fll îm -m 


dy. oa ; 
--i--(2 (8 (0 ,& (0) ) pO apt, pe [tg 131 
"I me 0? k - m as 
(on) Se DR ( X. e gd Lë "oc" 


- (Zâna) em + 8(y of A ( (D, 20) + 


8H, - 7 
Por (t, & (t), & (t), a.p.t. pe [t, 11]; 


(356") a = 1, «, 20, a g; (2 (DA) = 0, pentru toţi Zei — m, ..., —1). 
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Observajia 19. Teoremele 14—16 faţă de rezultatele analoge anterioare 
contin în plus informaţia H* (t, & (t), & (t) = 0 (vezi teorema 14) sau H(t, &(t), 
€i (t)) = 0 (vezi teoremele 15 şi 16). Apariția acestei condiții este determinată 
na doi factori : funcţia f nu depinde de variabila t iar timpul final nu este 

ixat. 

Dacă in P, funcția f depinde şi de variabila t, atunci în ipoteza că 
f(t, x, u) este de clasă C? se alege gi variabila ¢ ca variabilă de stare adáu- 
gindu-se sistemului de ecuaţii = = f (t, x, u) æ (lo) = 2a o nouă ecuaţie 

EI | 
de —11 (0)=lo T € [fo 00) , 


În acest caz teoremele 14—16 față de teoremele analoge anterioare 
contin în plus informaţia H*(t,,%(t,)@(t,)) = 0 sau HI (Al, &(t.)) = 0 ceea 
ce constituie condiția suplimentară necesară în determinarea timpului final 
corespunzător elementului optimal. 


$ 11. DEMONSTRAREA LEMELOR 3.1, 3.2, 4.4, 6.7, ȘI 8.9 


Fie d; "Dia 4,]- E", je(1, ..., k}, absolut continue date prin 


(374) $,(4) = 22 (gy), 39 -=(= of GEO d, (i) ap.t. pe 
d . dt | 


[to, ti]: 
Fie (Gd Let He A€(6, 5; *) X Leto, hj ; E") date prin ipoteza. Din ¢ con- 
ditia (a) avem | 


(375) < sag (4), Aly) > = < Y (b), îl) > = 
a d 
= |; FA < h(t), J DI SE 


h d - - . ; 
\ e dis (t), E (t, F (t), &(t)) U (t) >dt, iE (1, ...; k} jE 0, ..., E, 
bo 

Prin ipoteză (vezi condiția (b)). vectorii 7; eR*ie (1,...,k) dați prin 


d 
Pe EE | Ln = (* Seu £ | lm b 
ty . | . $ 


sint liniar independenți. 
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Fie F, : [0,1] x Rt —R* ie(1, ..., k} continue, definite prin 
| h E d -k M 
(376) F; (e, a) =È Y (0 (ft, 9), Wt) + Sad) — 
5 j=1 


— f (t, 7 (t), & (t))) dt — ze, 


T 
unde Y (t) =( (9,0) , e, €R* , e, = (0, ...,0,1,0,0, ... 0). 
(P (0) (i) 
Avem F,(0, 0) = Oggi ons (0, 0) = Ea (0,0), a i 0,0) = 
Ze Oa, On, ` 


= (1, eng N 
Deoarece vectorii 7, ...,7, sînt liniar independenţi rezultă cá matricea 
(=. (6,0) este inversabilá şi din teorema funcţiilor implicite rezultà 
ecuaţia 
(377) F, (e, a) = Og 
se poate rezolva în raport cu « într-o vecinătate a punctului £—0, a— Og. 
Cu alte cuvinte, există cj e(0, 1) si «f : [0, ej] > E* ie(1, ..., k}, continue 
astfel ca să avem 
(378) F,(« o (c)) —Og*, pentruorice e[0, c$], ai (0) = Ox. 
Alegem e, = min (cj, ..., £o) si (378) exprimă faptul că avem. 


emt F(t) (f (5 9 (0, 8 (6) +5 e$ (€) a; (t) — f(t, F), & (t))) dt = ce, 


de(1,..., k}, pentru orice ce[0, co]. 


Mai departe, din definiţia lui Y(t) avem că WI) = ( ca 3(85)) ..., 
y 


a (t,))), iar din condiţia (379) obținem 


d 
d 


(380) (< S (9 (5),91(5) >. nx (F (5)) 9t (h) >) = Y(t) yf (4) = 


LM i ] 
CO uo at = (HO FET WD — fg 9) a) at= «e, 
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unde 


u()— (C) Şade) ü C lat yi) e AC (ty hy BY) este dată 
ial 


prin 


(381)yt(4) — 0, DW -— (t, F (0, &() yt (0) + f (59 (0,ut (0) — 


— f(t, F(t), &(t)) a.p.t. pe [to t]. 


Deoarece ¢,, ..., e, sînt liniar independenţi, din (379) se obține condiţia 
(02) gi demonstraţia se încheie. l 


Demonstrația lemei 3.1 


Fie {u,(-+), ...,%,(-)}} CUNY, dată prin ipoteza E, şi fie u(:) e 
UY, fixată. 
Fie w,,,(:) = w+) .Adăugînd o nouă funcţie v(:)eZN Y, mulțimii 
Q4), gg), Urgal )) obținem o nouă mulţime care cuprinde pe prima. 
Apoi, adáugind o nouă funcţie din YNF, mulţimii a doua se obține o mul- 
time care cuprinde peprimele două. Continuind în acest fel, se obține o 
familie de părţi ale lui 7, %, crescătoare. Notăm cu B familia de párti 
ale lui YNF, astfel construită. Pentru fiecare beB, b = {u,(.), ..., Um(*)} 
(m>h + 1) definim spaţiile Banach X^, Y’, Z prin 


(382) X = AC (tot; E") x PXLo (to, t; R”), P = 


= R* x AC (ts t ; R”), 


= R x Lo (to h; KT", 
Fie T^ : X'— Y’, Q* : X* — Z? date prin 
(383) T°? = (9^ 9^), D? = (05, 0*,, DY, ...,05), unde D3 o si 2° 


sint date in (13) — (16). 

Fie bf = {u,(-), ..., Ua( ll J, unde u,(-), je(1, ..., A}, sint date prin 
ipoteza E, iar wj A. =u(-). ee lemei 5.5 tünd verificate rezultă că 
pentru fiecare bob, b —í(u(:),...,u,(:)) avem: pentru fiecare Gert 
care verifică zeH (b) (vezi lema 5. 5) 
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există «ER, delt, 1, . . . k}, HE(Leo(to, în ; Ein det, ...,m), p © (AC(tyy 8; 
R"))* astfel ca să se îndeplinească "` iru 0» "15 


k , m 
(384) Jof < T. GI ai E AF (04 COH (a 2(255 g (+), 


à = 0 = 
a ( * ))) 2! ei ot (£) = 0, 


pentru orice (y(+), «( *)) e X’ unde o£, a} verifică 
(385) ag = 1, 2$ <0, pentru toţi je{l, ..., m}, 
(386) € af <2 


íe0 


* (84) (4) Ilh) > + uë (d D (agl hE); 


T did Letz > 0, udez-—(()8C). 
ix 


T? 


Fie Lb: X*— Z^, Lt: X°+Y’, liniari şi continui definiti prin 


(387) SCHREIER E (a (8) 35) « C) 


Du Chat.)=(< ES ((h)) sy (h) >) «0+» <L (8 (8), 
a Ox 


y 4) >, 49 Gi het: Hl 


unde p;, 2^ sînt cele care verifică (384), (385) si (386). 
Prin ipoteză, sînt îndeplinite condiţiile lemei 4.3 ; prin urmare, avem 
(388) IP: X'—Y* este surjectie. 


Mai departe, fie $5: — Z^, 8? : ER + ER definiti prin 


(389) SO a) =(< P (tH) y Gh 9 (a) >, 0) 


9 
ôx? 


2 ^ 
S'(y C) «(C1)) =(< a (@(t)) y (5h), y (h)> ; ---, 
c 


OE es A Ce 5,)y (Ly lh) 29 (a5; y C «(9i HC), C D 
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Fie z* = (g (+), E, &(:))e X’, unde 


(390) a(-)=(0,..., 1), iar g (-) £) verifică d2* (a2 ;g(*), &-)) — 0, 


dp ou | 
«T9 (ELE =0,ie40,1,...,k). 


Din (389) rezultă că 2? astfel definit verifică 2*eH(b) (vezi (29). Cu aceste 
notații condiţiile (384) — (386) devin 


(391) 2^ (L? («)) +4? (Z° (et = 0, pentru orice ze X’, 
(392) || 2°|| Æ 0, | | 
(393) Ab e (Q*)- 


(394) 2° (S* (bn + vè (S* (2%))> 0, unde 2? verifică (390), iar 
X = (Cos PVT eee 1 Am)s v= (%,, see ; €, V). 


Alegind M’ = { ai), condiţiile (391) — (394) exprimă faptul că sint 
verificate condiţiile (el, (c5), (03) din definiţia mulţimii F’ (vezi teorema 
1.1.4) şi că mulțimea F” este nevidá. Mai departe, verificim condiţiile teo- 
remei 1.1.4. Prin definiţie avem că pentru orice b, C b, b,, Dee B, spa- 
tiile X^, Y’, Z? îndeplinesc condiţia (i). Prin urmare, relația de ordine 
b, < by, bu b, € B, va însemna b, C ba. Prin ipoteză, K? = Oy» , Q? = Ox 
Q}, unde Qj = (£e R: t0), Q} = {8(-)e Lo (t, t; R"*1): ad. min. 
8,(29,j€(— 11, ...,], unde b = {u,(-),..., u,,(-)}. Prin urmare, 
referitor la conurile convexe Q^, K*, condiţia («) este îndeplinită prin 
definiție. Din (387) şi din definiţia lui 2’ (vezi (16)) rezultă că pentru orice 
b, S b, avem Lip] X = Lb, L^| X^ = L^. Mai departe, din (388), avem 
I'(X*) = Y’, iar din (382) avem ER = R* x AC (t1, ; R”). Astfel, condiţia 
(«) este în întregime verificată. Condiţia (8) rezultă că este îndeplinită din 
definițiile mulțimilor M’ (M? = (z*)), şi din definițiile lui S^, S* (vezi 
(389)). Fie F? C (Z^ x Y?)*detinită prin i 


(395) F? = (Q5, di: Xè e(Q*)7, v e(Y*)*, (2%, v) verifică (391) — (394)}. 


Pentru a termina verificarea, condiţiilor teoremei 1.1.4, vom arăta 
că pentru fiecare b, < b,, b,, b, € B, şi fiecare (3^5, v) e F^ avem (ASS, 
dal Y^) e Pi, Prin definiţie, avem. (396) Y = Y* pentru orice 5,,5,€ B, 
Z = ZhxZ^* dacă b, « by. 

Prin urmare, avem v*/Y^ = v^, iar Ab = (AS, 252), 
unde 2^ e (Z^)*, Ab e(Z^»^*, Deci, A/Z" = 2%, 

Deoarece (25, v^) verifică (391) — (394), prin definiţie, (25, v^) 
verifică (384) — (386). Mai departe, deoarece AN = (Go, 31, ... , Am), pentru 
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(x°, v)eF*, be B verifică condiţia % = 1, rezultă CR = = MZ ^ veri- 
ficá (392). Mai departe, luind in consideratie condiţiile (x) şi (B) 
rezultă că (35, v^) îndeplinesc condiţiile (391), (393) ei (394) pentru 
b=5b,, vE ER. Astfel (AS, vs) EF gi condiţiile teoremei 1.14 sînt verificate. 
Prin urmare, vor exista (A, v De F^, be B, astfel ca pentru fiecare 
b,, b E€ B, b, Sb, să avem X d Zei = 2, v ba [Pi =, 
Décareos Y^ = Y pentru orice 5,, b, EB rezultă că avem 


(397) v = v pentru orice be B. 


Prin definiţie, pentru orice beB avem b > b, unde b = {u,(-), .. 
uy (+), v(*)) iar aa (+ PE di u,(°) sint date prin ipoteza Ep, éi: Jen, 
fiind fixatá. Deoarece (v, 35b e B verifică (384) —(386) rezultă că există 
Ee ue(AC (t t; Sain, Ay € (Lo (to, t5 R))*, ie (0, 1. kje 
a,. ny astfel cà pentru orice b = {u (°), ee, HE TAE A PA | 

Un (*)) să existe Au € (Lo (oh R))*,je{h + 2,..,m), şi să avem 
îndeplinite următoarele condiţii : 


k 0o, S h+1 
(398) A, o Ce (z(h5), y> + E X (a C) + 
det KH j=1 


tua yC aC E Alay (+)) 9 Y a E (E) — 0, 
jeh42 $20 dÉ 


pentru orice (y (:), «(*)) € AC (to, t; E") X be (to, t; R”), 


(399) a = 1, 3; < 0, pentru toți j € {1 , .., m], 


(400) b € < TS e) 7 (h), Jg (4) > + «(229^ (25; 7 (°), SI: 5 9C) 


C) S < E C (Dt EES 
unde (7(:), E, &(:)) verifică 
(401) Z(+) = (6 ...,0,1,0, ... 0), d2^ (22; pla), £(:)) = 0, < WE 
dui Fb 
(ZE > = 0, ie(01, ..., K}. 
Mai departe fie u(- ee N 7, aleasă arbitrar. Va exista un be B 


astfel ca d, = {u,(-), . Um (* Il unde u„(:)=u(:). Alegem €(*)e 
Lo (to, 5; Ra ) astfel ca, St, ) = (% (°), 0, ,0,)) unde el: lee (ts, 
t; E^) gi «(*) € La (fo, h; E) sint alese arbitrar. 

Avem d$" (a; yC), &(-)) = 9? (y(-), «(-)) (vezi (10) si (18)), 
iar dë Zi (255g(-), al); gh €(:)) = Æ) (0) (vezi (11) si 
(16)), unde GI. ) «(*)) LARA (401) pentru b = 3,. 
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Cu aceste ^s enn din (398), (399) gi (400), pentru « (+) = @(-),avem 
(402) > ex —— SEU y(h) — + P» Ay (a5 (C)) Fe (2? 9C) «(C90 
T A (anes C- fe — 0, pentru orice WC d «(*)) € AC (to bh: E^) X Lo (to, 


EE: ? 
(403) a = 1, 3, < 0, à; < 0, pentru toți je (1, ... , h}, 


k ËM 
(404) Py e Se (& (t,)) 7 (5), SC T u(22(7(:),%(:)))+ 
tX "Lad à 


unde (Z(*), £; « (*)) verifică 
(405) d g^ (ah; g (-),«(-)) = 0, «IE Ep E> co ie (0, 1,..., k}. 


t - (DE E» 0, 


Folosind (405) si (10) avem Mn a; g(-,«()-229£89(C) 
€(*)) si prin urmare, avem 


(406) DY (9(-), €(*)) — 0. 

Mulțimea B a fost definită in funcție de 4(-)€ 4, ales arbitrar. 
Prin urmare, schimbind funcţia at: ) din Va, în condiţiile (402) — (404) 
se vor modifica constantele «; şi functionalele àj, A,, p Lc. 
pentru fiecare u (-) € V, si de e vor exista a € R, A? € (Le (to 
R))*, pă e (AC (to h5; E^ y gi ABE (Lo (lo, t; R))* astfel ca (402), (103); 
(404) şi (406) să fie îndeplinite. Demonstrația este încheiată. 


Demonstrația lemel 3.2. 


Fie NC [to 4] eu más N = 0, dată prin proprietatea L a mulți- 
milor Q (t), te [t, tı]. Deoarece A(t), G (t, en e(t, &(t), F(t, à(t)) si 
H(t, &(t)) sint formate cu funcții din La (tos bh: Er, folosind propoziţie 
2.2 avem că există Ñ C [t t,] astfel ca más p. şi că orice Zelt, TN 
este punct Lebesgue (vezi 0.15) pentru A, G, 0, F si H. FieN,— NUN. 
Avem mis N, = 0. Fie t,e (tos 4) NN, şi A € Q (te) alese arbitrar. 

Prin ipoteză (vezi proprietatea L) există 4 (*)e Lo (to, f; Er 
astfel ca să avem 


(407) Ux sa; te [ts ti] v (tx) =u iar în este punct Lebesgue 
pentru 44 (+ 
Fie vet: )e: AC (t, ti; E") dat prin 


d 
(408) y, (to) = 0, m A (t) Yæ (t) + € (t, Up (t) — c (t, & (0) a-p.t. pe[to, t], 
unde A şi c sînt date prin ipoteză. 
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Prin ipoteză, F(t,u), G (t, u), H (t, u) gi c(t, u) sînt continue gi deoa- 
rece f, este punct Lebesgue pentru 44 ( - ), folosind corolarul a.2, avem că 
d, este punct Lebesgue pentru F, G, H si C în care u se înlocuieşte 
cu 44 (t). Din (407) si prin ipoteză (vezi (a)) avem 


(409) \ {< F(t, uy (0) — F (t, SI Ya (t) > + < 8 (t, Uy (0) — G (t, 8 (0), 


Uy (t) —&(t)> + H (t, el — H(t, SOL dt > D iar î, este punct 
Lebesgue pentru toate funcţiile care figurează in (409). 


Mai departe, pentru fiecare s >0, e < tı — ty, e < te — ty, definim 
Ux (* ) e Lo (to, 1, ; E") prin 


us (t), te (ty — c, t +a. 
(410 £ (1) = * H * 3 “k 
Cae) Be in rest 
Fie y&(-) € AC (to t; E^) dată de (408) corespunzătoare lui u%(-). 
Avem 


(411) ys (0) =f NÉE 0-1 (5) (e (s, Uy 8)) — o (8, & (8)) ds, te [y — e, t, + E], 


unde ®(-) este matoa fundamentală de soluții pentru sistemul J= 
= A (t) y, te [to f]. 

Deoarece E este punct Lebesgue pentru integrantul din (411), iar 
(412) = y& (t) = e (ha, Ug (tx) — 0 (tas & (ty) + o (s, 1), unde Jo (s, t) & n (€), 
lim (£) — 0. | 
"8-0 


Mai departe, prin ipoteză avem 4 (t) e Q (t), telto, ti]; prin urmare, 
din (410) avem wy (t) e Q (t), te [t t]. 


Din (409) scrisă pentru (ux(*), Yk (+), obţinem 
(413) NE F(t, w,() PD, EO) yk()> + < al, ua (t) —6 (t, & (0), 


Uy (t) — & (t) > + H (t, uw, (t) — H (t, & (t))} dt > 0, ponen orice e >0, 
e Cta — tp; E L ly ba, 

Împărțind prin Ze în (413) şi trecînd la limită c—-0, din (413) și 
(412) obținem 


(414) < G (ts, te Gréit — G (t, , Hiel) Ux a — IG + H (te Uy (în))— 
— H (ty, d Dall > 
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Deoarece más NV, = 0, iar uy (t) = u, unde t, e (ot) \ Ny, ve Q (t) 
au fost alese arbitrar, din ’ (414) se “Obține didis S (ty) 


(415) < G (t, u) — G (t, &(t), u — & (t) > + SE u) — H(t, d(i)) > 0, 
pentru orice u eQ (t), a.p.t. în te [ty ti] 


Mai departe, dacă G (t, u)=0, H(t, u) =0, pentru toti £e [ti 
i] si we E', atunci din (413) avem 


(416) x « F (t, uy (0) — F(t, (0), y$ (t) » dt > 0, pentru orice «20, 
ls —e 

Se bh St. e «1, —1, unde y& (:) verifică (412). Imp&rtind prin 

4 c? in (416) şi trecînd la limită e —>0 din (416) obţinem 


(417) < F (tx, uy Dell — F (t, (în), © (tas Uae (Dall — © (tay Ball > > O 
Deoarece uy (t) =u, iar t, e [to INN, U EQ (t,) au fost alese arbitrar, 

din (417) obtinem 

(418) < F (t, u) — F (t, & (t)), c (t, u) — c(t, 4 (0))) 0, pentru orice u e Q:(t} 

a.p.t. in te[ty, hi]. 


Condiţiile (415) si (418) sint tocmai concluziile lemei si demon- 
stratia se încheie. 


Demonstratia lemei 4.4 


Fie (2 (:), 4 (-)) local optimală, pentru P, si fie Y = V, x7, vecină- 
tatea, corespunzătoare. Fie by = {t,(°),--- 3t (CNE Y, dată prin ipo- 


teza Ey. Fie b —(w(:)..., Uml’ YCUNV,, b> b, si fie P, pro- 
blema corespunzátoare. Prin ipoteză sînt îndeplinite condițiile lemei 4.3 ; 
există W vecinătate pentru 45 = (2(:),0) in X^ astfel ca să se indepli- 
nească 


(419) Rt = (dp (w; 3): 5 = (g(-),0, &(*)) e ker d2* (v,-), &j(t) > 0, 
(e Tt hi], je(1, ..., m}}, pentru fiecare we VW. 

Vom arăta că mulţimea, {weW: di (w)e Q^, T? (w) = Or} = = 
este vidă. Avînd în vedere că 0° (x?) e ^, T? (ab) = d (vezi lema 4. à. 
faptul cá H este vidă va demonstra că a? 'este (t, O^; T", Oy, ) extremal 
de gradul zero. 

eieiei faptului că H este vidă o vom face prin absurd. 

Fie = (z*(-), E*, a*(-))e W astfel ca 
(420) di (ory ctr, T (w*) = Oys. 

Folosind (16), şi definiţia lui Q, din (420) avem 


(421) 2* (4) = zy, (x9 € E" e fixat în P,), 


160 Teoria generalá a problemelor de extremum 


=F er (#)) + x af (0) (f, (t, 2* (0) — F(t, ep (D) apt. De [tot] 
unde f, (t, 2) —f(& 2, % OTU, 2) =f, a, at), 


(422) a*(î) > 95,2 0, y ef (t) < 1 — Bn, a.p.t. pe Da ti], J € (1, ..., m], 
"unde 3, e (0,1), E 

(423) ei (2*) (1 Le (8) = 0, de {1, ..., k}. 

(424) e; (&* (4)) + e; (8%) < e' (6(0) + (E). 


7 (419) pentru w = w*, există zi = (i (*), 0, «'(-)) e ker dg 
(w;:) te f1,. ; k +1}, eu f, (to) = 0, Sim > 0 te [o în je (1. WA 
astfel ca S C- co fdo? w*; 2),... déi (w* ; Sr (vezi propoziția 25), 
unde S C R* este sfera închisă de centru” originea gi de rază unitatea. 
‘Cu alte ioca. există (75(*), «5 (-)) e AC (to bh: E") X De (to, 1,5 R”), 
$ell,. k + i astiel încît sînt îndeplinite următoarele condiţii 


(425) J (te) = 0, 22 E -(z f (a a (0) + PL * (t) ES ergi — oF Lt em! 


(QU) + X ej (t) (f (t, e — F (t, e (0), 2-p.t. in £e [to t], 


426) a(t) > 02a.p. pe [ts 6], je(1, ... , ^, ?e (1, ... , k +1}, 
«$(*) 6 Lo (to, t; B), 


(427) 8 C eo(de(z*(&); (GI 0), ..., de (@* (îi); (esa Dh Ok, 


unde e = (Pu ..., 9), iar do(z* (4); SI, ?e(, ..., k + 1), sint in 
poziţie generală. 


Mai departe, fie «: [tọ 4,]x [0,1] x P > R” definită prin 


(428) o, (t, ep) = ef (t + e ns (t), 3 e(1, ... , m], 
isl 
unde P C R**!este dată prin 
k+1 
(429) P = {P = (Ps ... 5 Devt)? P; > 0, H p = 1}. 


Folosind (422) si (426) din (428) obtinem cá există €o € (0, 1) astfel 
ca să avem 


(430) a, (t, e, 3j > 0, 3, a; (t, e, p) <1 pentru orice (s, p) e[0, e] X P, 
j=l 
a.p.t. în telt ti]. 
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Fie oe: [to hl [0,1] X P — R dată prin 
(431) a(t, e, p) — 1 — Y, % (t, s, p). 
i j=1 


Din (430) si (431) avem 
(432) 1 > a(t, e, p) 2 0, Y a (t, s, p) =1, pentru orice (e, p) e [0, 
WË i=l 


eo] x P, a.p.t. in telts ti]. 
Fie F: [t &$]x E"x[0,1] x P— R" definită prin 


(433) F(t, a, e SEA a, (ty ©, P) f, (t, 2), 
seat 


unde f, (t, 2) = f (t, x, u; (t) iar wu (-) —a(*). 


Deoarece f : [to t,] X E" x E" > E" este continuă împreună cu deri- 
vatele de ordinul al doilea raport cu variabila z, din (432) şi (433) şi 
rezultă că pentru fiecare compact Q C E" există o constantă c > 0 astfel 
ca să avem 


(434) |F (t, æ, e, p)| < c, t gz, €, p) | <c,tef{l,..., n}, pentru orice 
| Ox | 
(t, 9, €, p) e [to 4] XQ x [0,1] x P. 


Prin definiţie F(t, v, c, p) este másurabilá si mărginită pentru 
fiecare (z, e, p)eE" x [0,1] x P fixat, admite derivate parţiale de ordinul 
întîi continue în raport cu (x, e, p), pentru fiecare tefta, ¢,] fixat. 

Mai departe, fie sistemul de ecuaţii 


(435) Yli) = a, unde v, eR” este dat in Po, 


— = F(t, y, e, P), te[t, tul, (e; p) e[0,1] x P. 


Se observă că pentru e = 0, sistemul (435) admite soluţia ët -)eAC(ty, 
t, 32") definită în (421). 

Din teorema de dependenţă continuă a soluţiei în raport cu para- 
metri (vezi teorema 2.13), rezultă că există s,c(0, ¢,) astfel ca pentru 
fiecare (c, giel, el x P există y(.,c, p) soluţie a sistemului (435) care 
verifică următoarele condiţii 


d A 
(436) y(t) e, P) = To, F = F(t, y(t, e, P), e, p) ap.t. in te[fo, hh 


11 — o. 894 
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(437) 9(5...,) :[0, e] x PR" este continuă 
k+1 

(438) y(t, s, p) —a*(t) + ex Pi Ji (0) + a(t, £, 2), 
m] 


unde 3, (+) verifică (424), 


x*(-) verifică (421), iar imdat 5 2)1 = 0, uniform în (i, p)e [to 


E 
t,] x P. Mai departe, din (432) şi (433) folosind teorema a.9 obţinem că 
pentru fiecare (e, p)e[0, s1] X P există u(; e, p)e La (fo t; E") astfel ca 
(439) u(t, s, p) = u(t), ted, (e, p), je(0,1,. .., m), unde A,(s,p)C lie 4] 


sînt disjuncte două cîte două si U A, (£, p) = [to th]. 
j-0 


Mai departe, folosind din nou teorema 2.9 rezultă că soluţiile sis- 
temului de ecuaţii 


(440) X(t) = £o, e = fit, aut, e, p)), t e[to, 4], sînt de forma 


(441) a(t, e, p) = y(t, e, p) + os(t, e, p), sel, £], teito 4], peP, unde 
y(t, e, p) verifică (436) — (438), iar 


(442) 0,(t, c,.) :E — R” este continuă, lim lofte, p)l = 0, 


Ech E 
uniform in (t, p)e[t,, ti] x P. 


Deoarece u,(:)eZN7, (unde y, este o sferă in Lo(to, ti; E") pentru 
toti 1e(0,1,..., m), din (439) si din (4) obţinem 


(443) ul., & p) e V(1y,, pentru orice (e, p) e(0, e) x P. 
În continuare, folosind (438), din (441) obținem 
k+1 i 
(444) a(t, s, p) = a(t) +e Si vp, 9, (t + ölt e, p) unde ot, e p) = 
$21 


= 0 (t, e, p) + o«(t, ©, p) 
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(445) ott, e, . ) : PE" este continuă pentru fiecare (t,£) e [t 5&,] (0, £j); 


TE lim 2 e, p) | 
t-+0 g 


= 0, uniform în (t, p) e [ty, 4] x P. 


Prin ipoteză, 9,, ie(1,..., k}, au derivate parţiale de ordinul întîi con- 
tinue (vezi P,). Folosind (444) si (445) obţinem 


(446) siet, e, p)) + 9" (£*) = elen Letz + 


kl 

d pre de (2* (t); g,(5)) 3-o(s, p), unde 9' —(ot;. . pr) 9" — (915. - 5 92)» 
=] 

(447) o(c,.): P->R* este continuă, pentru fiecare ce (0, e), iar 


lim leg 0,uniform in peP. 


£20 E 
Mai departe, din (446) şi (447), folosind (423), avem 


H l "IX T 
(448) SUCRE = X pide’ (a*th); SA + a (e, P), 


(e, p)e(0,2) x P, unde (e, p) = Sen 2) 


(449) (e, -): P—R* este continuă pentru fiecare se(0, sı) iar lim 
Schü 


nle, p) = 0, uniform in peP. 
Din (427) avem cá sfera SC E* de centru originea gi de rază unitatea 


k+1 
este cuprinsă in mulţimea {ye RF :y = Y, p, dp'(a*(t); 7, II), 
tal : 


Deoarece vectorii din E*, y, = de'(2*(î); 7,(6)), 4e(1,...k +1}, 
sint în poziţie generală (vezi (427)), conform propozitiei a.5 pentru fiecare 
geb, există un p(y)eP unic astfel încît 


k+1 
(450) y = E P(Y) yo Pı: SP ie(1,. ..,k +1} sint continue. 


s=1 
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Fie h:(0, e.) x S>R* definită prin 
(451) Me, y) = gie, ply)), unde ply) = (py(y), -.-, Pesaly)) sînt date 
in (450), iar m este dată in (449). 

Deoarece lim |h(e, y)| = 0 uniform în niet cu yeS (vezi (449)), 
obţinem că există €,E(0, El astfel ca să avem 
(452) h(s,.): S— E pentru fiecare e e (0, gel, 


Din (449) şi (450) avem că h(c,.): S>S este continuă şi din teorema 
de punct; fix a lui Brouwer (vezi teorema a. 10) rezultă cá pentru fiecare 
sei, £) există y, eS astfel ca 


(453) y. = — he, Ye). 
Notám (s) = p,(y,), ?e(1,. . .,k--1). Din (450) gi (453) rezultă cá pentru 
fiecare seit, e.) există p(e) = (pq(s),...,px.1 (e))eP astfel ca 
k+1 : 
(454) — "(s p(e)) = à Pledo (a*t); 3, (5). 


Cu alte cuvinte, pentru fiecare seit, e.) din (448) şi (454) rezultă că 
există p(e)e P astfel ca 


(485) Zeta, ep) + e" (99) = Y; pi (9) de (0* (6) 3 Ri + n (5 


p(s)) = 0. 


Mai departe, folosind (424) si (444) obţinem că există elt, e) astfel 
ca să avem 


(456) eo(a(i,, s, p(s))) + eo (&*) « qo(2(t.)) + eo (E), pentru orice se(0,ss). 


În sfirgit, deoarece «(., e, p(s)eAO(t, t,; R”) este soluţie a sistemului 
(440), iar u(., e, p(e))eZNF,(vezi (443)), din (455) rezultă cá (a(., €, 
Dell, u(., e, p(c)) este admisă pentru Pg. Mai departe, din condiţia (456) 
se obţine contradictia cu optimalitatea lui (2(.), 4(.)) pentru Po şi demon- 
stratia este încheiată. 
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Demonstratia lemei 8.9 


Vom urma aceeaşi cale ca in demonstraţia. dată pentru lema 3.1. 
Fie (&(:), @-)) local optimalá pentru P, și fie jy = p, x y, unde H 
este vecinătatea corespunzătoare. în care Vu este aleasă convexă.  . 

Fie (u,( :),..., Mal CIR, dată prin ipoteza E, gi fie à( * jet," 
NY, fixată. Notăm als U( +). Adáugind o nouă funcție u( -)e~NT, 
mulțimii Ia, -),. . .,u,41( "obţinem o mulțime care cuprinde prima mulțime. 
Apoi, adáugind o nouă funcţie din Y/)P,multimii a doua se obţine o 
mulțime care cuprinde pe. primele două. Continuind în acest mod, se 
obţine o familie de parti ale lui 7, % crescătoare. Notăm cu B familia, 
de parti ale lui YNF, astfel contruită. Pentru fiecare b e B, 


t. 
b = {ul e) -y Uml )}, fie problema P, corespunzătoare lui P. 
Fie X’, Y’, Z^ spațiile Banach definite prin 


(457) E’ = Alfa &,. R") x Ts (tor 4; R”, Y' = RX AO. i; Ex H 
Z = R x Lo (ly, h; R"*1). 


Fie ©: :X'R, Q: Xa Lele UR Ri, te{—1, 1,. m) 
D’: X°>AC(ty, hi R”) gi d : X*— R^ date prin 


(458) B2(y(-); a( *) = go(y(4)) — gelëttll, 


(459) atu) «C90 7 È at), OV) a( -)) =p", a( °), pentru 
ie{1,.. ym}, | 

(460) D'ty(-), ei: WI DI — a — (fts, go), do) + Y sn (ule) 

— (e) ds | 


(461) pèll), «(*)) = e(y(&), unde e = (9. ..,0); 


Cu aceste notatii problema P, se anunţă astiel : să se minimizeze 


Po(y(:), «(*)) pe mulţimea perechilor (y(*), «(-)) care verifică condiţiile 
D(y(-), a(:))()>0 p pe [fo 4], ie(—1 lan m), 
2'(y( - ), «(:0290,9 *(y(* ), «(:) 2-90. 


Fie D^:X*—Z^ gi T^: X'— y date prin 
8 


(462) 4* = (0, $^, 03,..., D), T^ = (2), unde di, ogi 2^ sint 
definite mai sus. 
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Fie Q*CZ* con convex deschis gi KiC Y* con convex închis date prin , 
(463) Q = Q, x Qj, Q = (te R:t < 0, OF —(o(*)eLa(ty 45 ni: 


ad min o, (f) >0, je(—1,1,..., m}}, iar ER = {0z}. 

Fie 2? = (2(-), ol -))eX*, unde x -) este traiectoria optimală pentru 
P iar O,( -) este elementul nul din La(to, 1, ; R”+1). Din lema 8.8 avem că 
a? este local optimal pentru P,. Vom arăta cá 2° este (ët, O^; T^ Oyb) 
extremal de gradul zero (vezi definiţia (1.1.1). Pentru aceasta, fie $i C X" 
vecinătatea lui a? relativ la care æ? este optimal pentru P,. Deoarece 
dia e ob, T*(zb) = Oy» pentru a arăta că a este (^, O^; T^, Oy») extre- 
mal de gradul zero, este suficient ca mulţimea H** = (ze :$y : * (z)eQ?, 
T'(z) = Oy} este vidă. 

a Oni ţia faptului că mulțimea H este vidă o vom face prin 
absurd. 

Fie ae astfel ca d'(w*)eO* şi T'(w*) = Op. Din definiţii (vezi 
(462) (463)), se obţine că w* = (y*(-), a*(-))eX? este admisă pentru 
P, şi că oo(y*(t,)) < po(2 (t,)), contrazicindu-se proprietatea de optima- 
litate a lui (2(*)), O,(-)) pentru P, 

Prin urmare, avem 


(464) a? este (0°, OP: T’, Oyè) extremal de gradul zero. 


Prin ipoteză (vezi P,,) 9, f sint continuu diferentiabile de ordinu 
al doilea în variabilele x si v. Folosind teoremele a.7 si a.8, din (461) 
deducem (465) d^ şi T^ sînt continuu diferentiabile Fréchet de ordinul 
al doilea în a? 


Mai departe, folosind observaţia 8.14 deducem că ipoteza E,, este echi- 
va lentă cu 


(466) BR‘ = (de (a? jm):9 = (y(-), «(-)) eker dQ? (225:), e(t) > 0, 
| te[t, ti], Zeit, ..., m}}. 


În continuare, din (460) şi teorema, 2.8 deducem că pentru fiecare h(- )e 
€AC(t,, t, ; R”), ecuaţia dD (y(-), «(-)) = h( -) este echivalentă cu ecuaţia 
diferenţială 


E _ dy | Of, - 4 m f, 
(467) y(t) = h(to), 3: gah KIC sti) + Y a; (t) Su (t), 


&()) (ut) — at) + s et 1]. 
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Prin urmare, din (467) 
(468) dD (a? ;-): X*—AQ(t, t; Rn T surjectie. 
Folosind (466) si (468) deducem 
(469) T(x); + 8% (do^ (a2 5+), d2'(a? ;-)):X*— Y* este surjectie. 


Mai departe, (464), (465)si (469) arată că sînt îndeplinite condiţiile teore- 
mei 1.1.8. Prin urmare, pentru fiecare beB problema P, îndeplineşte 
condiţiile teoremei 1.1.3. 


def 
Fie 5 = (u(*),..., Ule), Unor(>)}, unde (u(*).. m C )} este 
dată prin ipoteza E^ iar unsa (:) = U-)e% NY, este fixată. Fiez^eX* 


definit prin 
(470) a? — (y*(-), &?(- )), astfel ca 3? (-) = (0,. ..0:1)eZ« (fj, în; Bi, 
iar 7° verifică d 2? (a? ; g? (-), SÉ H — 0. 
Deoarece wari = &(-)eV,(1y,, din (470) gi observaţia (8.13), obtinem 
(471) do?(2?; 35) — 0. 
Prin urmare, din (470) şi (471) avem 
(472) ab? (27; gjen? gi AT? (ei: 2?) 0et 

Pentru fiecare b 25, b —(u(*),...,u.(*)), definim che E" prin 
(473) 2 — (g(*), S.I, SN.) —(0,0,...,0, Lët, 0) e Lo (to bi 

R”), g^ (-) verifică dëi ; PCO), 8*(-)) = 0. 

Din (473) şi din observaţia (8.13) obţinem 


(474) dq; T) = 0, dO ad; Sief? . 


fn acest mod, am definit, pentru fiecare beB, un element 2° eX’ 
astfel ca 


(475) dëi (a? ;2*eQ" die: 2)=0p. 
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Din teorema 1.1.3 rezultă cá pentru fiecare b > 5, beB, există 
. Pey, ve(Y°)* astfel ca să avem 

(476) A (dé'(z? ii + v(dT*(a2;2)) = 0, pentru orice reX?, 

(477) . Ab 0, X(0 (zb)) = 0, 

(478) .. AM(d:0'(zi; 2^; Su + v(d? Taj; ei) > 0 

Fie Ik E? I’ :X°+Y", 83 :X°+Z?, Sp. EH ER şi MC X’ date prin 

(479) Lb(z) = aba? 5x), L(x) = aT (ab; x), See) = d? Dat rz, 
Sta) = d? T*(ab; x, x), M = (ab) beB. 

Din (462), (463) şi (479) rezultă că sînt îndeplinite condiţiile («) si (B) 


ale teoremei 1.14. Fie F’ definită ca in teorema 1.1.4. Pentru a verifica 
ultima condiţie din teorema 1.1.4 vom explicita el (47 7) Ai (478) care 
definesc mulţimea p Din (462) există ah, ER şi přel AC(t,, t, ;E"))* 
astfel ea v —(ol,.. uie 0 P există ab e R, Xe Lie t, ;R))*,je( —1,1,. . .,m] 
astfel ca 25 = (ab, , Am) unde v^, 25 verifică (476) 

Prin urmare, e) (477) şi (478) devin 


(480) Ș od < S Cât), vtr) >+ Y Y Xy dE y «C was; 
$20 € j=l j=1 


HL: Lët À )))=0, 
pentru orice (y( * ), «(+ ))EAC(t, t, E") x Lolto bh: R”), 


(481) a > 0, M <0, X(1) 20, je( —1,1,...,m}, oo + YINI #0, 
. j21 


PEE (BDP), D E> HEPERI 8* 0); y (), BO) DO. 


Din = S — 0 şi Me 0, folosind teorema 3.5, avem At = 0. Vom arăta 
că avem «bÆ 0. Fie, prin absurd, aj = 0. Atunei, din (480) luind in 
. consideraţie că 3$ = 0, obţinem 


(483) b a? rd 3t enn y(h) >= — » Xj (&;)( )), pentru orice 


(y(*), «(*))e ker d2'(27). 
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În continuare, folosind (466), din (483) deducem ` 
k 
(484) y, «1 9,20, pentru orice y = (Yy. . .,9,)eR*. 
i=l 


Prin urmare, ej = 0 pentru Zelt... E, şi folosind (483) se obţine şi 
A} = 0 pentru je(l,...,m]. Am presupus a = 0 şi am obţinut d = 0, 
ie(1,...,k), X = 0, je( —1,1,...,m}, contrazicind proprietatea «è + 


+ ¥ HN] |=£0 (vezi (481). | 
jul : z 
Astfel «3 verifică oi > 0 și împărțind prin el in (480)—(482) obținem 


(485) > a < 92 Gt) ta È N (ay C) + w Mer (aby) d -))=0, 


pentru orice (y(*), «(*))eAC(t, 43 E^") X Lo (ls, 1,5 E") 


(486) a =1, Met je{l,.. m}, 
k 2 

(487) Yat < Ce EE 5 *(-), 89(-) EE 
i250 ; l A 


Deoarece pentru fiecare beB avem «b = 1, iar (476), (477) si (478) sînt 
echivalente cu (485), (486) și (487), rezultă că este îndeplinită şi ultima 
condiţie din teorema 1.1.4 relativă la mulțimile F^. 

Condiţiile teoremei 1.1.4 fiind îndeplinite rezultă că există (aè, vè) 
eF? care verifică (475), (477) şi (478) şi astfel că pentru orice b,, b,cB, 
b, > b, avem (Ahn, y)/2 x Y^ — (A^, v1), Mai departe, deoarece (476), 
(477) şi (478) sînt echivalente cu (485), (486) gi (487), obţinem că există un 
sistem de constante «,, 1e{0,1,...k}, pe(AC(t, t, ; R"))* si Aje(Ds (to, RI, 


je(1,...À + 1), independente de beB, um ea pentru orice b > by= 
GMT de A dd Untal *)) (Ungal) = WI b= UC). eos y) ME MI 


ee, el: ll există Mett, (to 43 E)* je(th +2,...,m), astfel ca 
să avem îndeplinite următoarele condiţii 


LENA? 
(488) X e < e: (atu), V5) > y Me) n (499 (ats EE EE 
=0 =1 : | è 


+ © X (a(-)=0, 


j=h42 ; i 
pentru orice (oi A, «(:))eAC(t,, 43 E") x Lolto ti; E"), | 
(489) «,— 1,2; « 0, X} < 0, pentru je(1,. .. h +1}, ie(h + 2,...,m}, 
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(490) 


SC ( (ty) P(t) 9° (ty) > + u*(2 2^ (225 g^, O), 9C), 
a(-) 20, 
unde DN A, Z(+) verifică (vezi (473)) 


(491) a? = (0,...,0,1,0,. ..,0)&L, (fy, bh: E"), P(to) = 0, 


ov =, t, Am zum + fi, H(t), à) — Ft, 30), apt. pe De t]. 


Mai departe, fie u(:)eZ a, arbitrar. Va exista beB astfel ca b = 
= (C) t) Sia (+) 2 «(*). Alegem à(*)e 
€ Lo (to; hs R” ) " astfel ca at ) = (æ (°), 0,...,0, «(*)) unde a, (-)e 
Dalton i t; E^) gi a( Jet, (to, 5; R) sint alese arbitrar. 

Avem dD? (29? ;y(*), &(:) = 21(y(*), ei: HU (vezi (262)), iar dot 


(ză SEL. 945(-);g*(:),89(-)) = DEG(-), &(-)), (vezi (263) şi (264)). 
Cu aceste observații din (488), (489) si (490) obținem 


(492) X a < a (8(5)), y(t) > + X As (4) HEDY al) Ad left 


pentru orice (oi A, «(*:))eAC (to în; E") X Lo (ty, bi; Ft!) 


(493) a — 1, Ae 0, je(1,. ..,h), A, < 0, 


(494) 


2 
ZLE ENIG) Hh) > + EIER 


unde (J(+), &(-) verifică 


? 


(495) G+) = (0... 0, 1), Flt) = 0, = si (t, Su (0 LP, 20, 


(h+1) 


ele 


w(t, — 
a Mee EH şi (262) deducem că (g(-), €(-)) verifică 


(496) ă(-) = (0,.. roh BEG), «(-)) = 0. 


În sfîrşit, mulțimea B"*! a fost definită în funcţie de u(-) € U fixată. 
Prin urmare, schimbînd funcția 4 (-) din %, se vor modifica gi constan- 
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tele «,, functionalele A, A, si u din (492) — (494). În concluzie, pentru 
fiecare i (:)€4, şi fiecare u(-)e 4, vor exista ate R; ie (0,1, ... E, 
APE (Lo (to, br EI, u* €(AC(t, h; R"))* şi AZ e (Leo (ty, 45 KI astfel 
ca (492) — (494) si (416) să fie îndeplinite. Demonstrația este încheiată. 


§ 12. APLICAȚII 


Condițiile necesare de optimum sînt un mijloc bun de testare a 
comenzilor neoptimale. 


În acest sens, condițiile necesare de ordinul al doilea în comparație 
cu condițiile de primul ordin pot oferi informații în plus în cazul în 
care Hamiltonianul este constant în raport cu variabila de comandă 
(sau cu o parte din componentele variabilei de comandă). 

În acest paragraf, folosind condiţiile necesare de ordinul al doilea, 
vom da un exemplu de testare a comenzilor neoptimale. 

Totodată, prin considerarea acestui exemplu se va putea vedea în 
ce mod se verifică ipotezele E, si E?. 

Din cele ce urmeazá (vezi exemplul al doilea ) se va evidenfia $i 
faptul cá pentru probleme de tipul P, condiţiile necesare de ordinul 
al doilea date pentru cazul domeniului comenzii mulţime arbitrară nu 
pot fi înlocuite de condiţiile date pentru cazul domeniului de comandă 
“mulţime deschisă (vezi Po). 


Exemplul 1. Fie x = (x, al, ei, 2?) € Ri, u = (ul, u?) e R2. 


Să se minimizeze a?(1) pe mulțimea (ei: ^ u(-))e AC (0,1; 
R4) x Lo(0,1; R?) care verifică 


: pl 
(1.1) zi (0) = 0,1 € (0, 1, 2 8), = (a9 + (p ut — 1) a? x, = 
da? da? | 
xod E zi 2 — 1, — = u? + 1, ap.t. pe [0,1 
SKS e tie Ee 


(1.2) 22 (1) = 0, uw (2)€[— 1,1], € (1, 2), a.p.t. in [0,1]. 
Fie £(-)€ La (0,1; R?) definită prin 
(1.3) & (t) = (0,1), te [0,1]. 
Din (1.1), (1.2), fie #(-) corespunzătoare lui @(-). Avem 
(1.4) Z(t) = 0, 32(t) = 0, SI —21, æ (t) = 0, te [01]. 
Ne propunem să arătăm cá (ik @(-)) definită in (1.3) și 
(1.4) nu este optimală. 
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Prin definitie (2(:), &(-)) este admisă (verifică (1.1) și (1.2). Pentru 
a arăta că 2(-), 4(-)) nu este optimală vom proceda prin absurd ; fie 
(@(-), &(-)) optimal, ` 

Vom arăta cá sînt îndeplinite condiţiile teoremei 6.2. Din (1.1) 
şi (1.2) rezultă că sînt îndeplinite (64), (65) si (66). Pentru verificarea 
ipotezei E, vom utiliza observația 3.1. 

În cant sens, fie 4,(*), ua(*) e Lo (0,1; R?) definite prin 


(1.5) ta (t) = (1,1), ua (t) = (1, — 1), te [0,1]. 
Obtinem 


Dei a) = EIERE 
+ a, a$ (1): 4 «€ R, Oo, > 0, i € (1, 2 }}, iar condiţiile ipotezei E, sint 
verificate cu k = 2 gi alegind numai constante gu % > 0 in loe de œ (°), 
&,(*)€ Ls (0,5; E) funcţii pozitive. 

Condiţiile teoremei 6.2 fiind îndeplinite rezultă că există X «€ R, 
d: (0, 1] — R? astfel ca să avem 
(1.7) min [(@* (£))* + (W + u? — 1) 2? (t) 29 (t) + Ypa (0 Ut + da (0) (Qu + 
Tow — Sr + ds (t) (u? + 1)] = (4, (0)? + (8: (t) + @ (t) — 1) 8? (t) H(t) + 
by (t) @ (t) + dg (t) (@ (t) + A(t) — 1) + vs (t) (8* (t) + 1), a. p.t. în [0,1], 
unde U = ([ul, &?)e R?: ube [ — 1,1], ie(1,2)), ior y(:) verifică 


= = — 9, dh _ — 0, DÉI 9 its — 
(1) M pa (1) = A, Hg (1) = 0, EP — 2 a, (t) za 0, dt 0 PT =0; 


(1.8) t L(A (t) + a? (t) — 1) z* (t) 2? (1) + (W (t) + wu? (t) — 1) 2? (t) 2* (£)] dt>O 


9 
pentru orice (%(-), 4€(-)) care verifică, 


zumo _ at 
(1.9) 20) = 0, = a(t) 


g*(0) —0 KE = ü! (t) + à? (t) — 1, 220) = 0, 


a (0) — 0, «3? po- 


u (t) € U ant in [0,1]. 
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Luind in considerare (1.3) si (1.4), din (1.7) şi (1.8) rezultă că (2 (+), 
äi: HU verifică | 


(1.7) min A (ut + uà — 1) = (a(t) + @(t) —1) =0 
ue 


(1.87) Jj (T (t) + T (t) — 1) 2 t 32 (t) dt > 0, 


k 
pentru orice (2(:), 4(-) care verifică (1.9). 

Condiția necesară de ordinul întii se exprimă prin (1.7^). Condiția 
(1.7^) este semnificativă numai dacă à -Æ 0, dar pe de altă parte în cazul 
A Æ 0, din (1.7’) se obţine u} (t) = sgn à, u? (t) = sgna, te [0,1] care nu este 
admisă (nu verifică (1.2)). 

Prin urmare, in mod necesar trebuie să avem A = 0, iar condiția 
de ordinul întîi este nesemnificativă. Mai departe, din (1.8^) şi (1.9) obținem 


1 1 1 
(1.8) 0 <| d (22 (1)? dé = (z? (1)? — | (2? (t))? dé = — | (a? (t))? dt 
0 0 9 
pentru orice (2(:), 4(:)) care verifică (1.9). | 
Vom arăta că (1.8'') exprimă o contradicţie. 
Fie @, (:)€ La (0,1; E?) definită prin 
(1.10) uk (t) = u& (t) = Za + sin 2 x t), te [0,1]. 


2 
Fie 22 (-)e AC (0,1; R) astfel ca 23 (0) — 0, E = ài, (t)+-a2(t)—1, 


Ze [0,1]. 
Prin definitie avem 


i | 
(1.11) 2$ (1) = | sin 2 xt dt —0 gi a, (t) e U, te [01]. 
0 
Prin urmare, (2 (:), wy (*)) verifică (1.9) şi obţinem 
t 
(1.12) z& (t) = | sin 2 xs ds = — Ls cos 2 rt- Mor. (1— 608 2 vt). 
o 2T 2x 2m 


Astfel, obţinem 


1 3 S 1 1 š 3 
(1.13) Jj (23 (t))? dt = — 008 2 wt} dt === > 0. 


Din (1.13) si (1.8") se obţine contradictia si astfel (2(*), @(-)) nu 
-este optimalá. 
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Testarea neoptimalitatii lui (2 (-), &(* ) se poate face folosind si 
teorema 6.3 sau teorema 8.11 (domeniul comenzii este o mulțime convexă). 

În acest sens, este necesar a verifica ipoteza E? sau ipoteza, EQ. 
Verificarea acestor ipoteze se face la fel de simplu ca Si verificarea 
ipotezei E,. 

Vom face acest lucru numai pentru Ej. 


Verificarea ipotezei E$. Fie ul (: ), uł (+ )e La (0,1; R) definite prin 
(1.14) ut (t) = sin 2 xt, ul (t) = — sin 27 t. 


Fie æ} (:), 21(-)€ AC(0,1; R) definite prin 
t t 
(1.15) ai (t) = ( ut (s) ds a} (t) = | uà (s) ds, t € [0,1]. 
0 0 


Prin definiție, avem a (1) = 23 (1) = 0 şi folosind observaţia 3.1 
rezultă că («i (:), 0) şi (44 (-), 0) aparţin mulţimii %,. 


Mai departe, fie €,(*), Za (°) e La (0,1; E) astfel ca 


1, tefo, z| 
(1.16) €, (t) = 9, (t) = z 


1 
dE 


Obtinem 
1 1 . 1 
(1.17) |, ă, (t) u (7) di =f? sin 2:rt di = — 
0 4r 
1 
Jj Ta (t) u (t) dt = -e Mi E Pete: ÎN 
0 EE: 


În concluzie, deducem că mulţimea, 
1 1 

ei (1):2! (1) = a, | Z (t) ui (t) dt + «| Xa (t) uà (t) dt, a, «, € R, syn 
0 0 


este întreg spaţiul A şi folosind observaţia 3.1 se obţine cá ipoteza E? 
este îndeplinită. 

Egemplul 2. Vom alege un exemplu in care domeniul comenzii 
este o mulțime închisă iar comanda optimală ia valori pe frontiera 
domeniului comenzii. Pentru astfel de cazuri condițiile necesare sînt for- 
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mulate in teoremele referitoare la P, sau P,, (dacă domeniul comenzii 
este convex). Prin exemplul care urmează vom arăta că este greşită 
aplicarea condiţiilor necesare de ordinul doi date pentru Po (domeniul 
comenzii mulțime deschisă) în cazul în care domeniul comenzii este 
închis iar comanda optimă ia valori pe frontiera domeniului. 

Fie v = (4%, ai, a?) € R3, u = (ul, u?) e R*. 

Să se minimizeze 20 (1) pe mulţimea (z(*), «(-))e A0(0,1; R?)x 

Lao (0,1; R?) care verifică condiţiile : 


(2.1) 2° (0) = a? (0) = æ? (0) = 0, T = (at ()? —a*() Ia (t) 4-1 
Si = w(t), = «? (t) — 1, a.p.t. in [0,1], 


(2.2) w* (t) € [— 1,1], 2 € (1,2) ant in [0,1]; a (1) = 0. 
Pentru această problemă comanda optimă @(-) este 


(2.3) 41 (t) = 0, à2 (t) = 1, te [0,1], 


iar traiectoria optimá corespunzátoare este 
(2.4) a9 (t) = 0, 3! (t) = 0, 2? (t) = 0, te [0,1]. 


0 
Optimalitatea lui (2 (-), @(-)) rezultă imediat din P » 0 pentru 


c? (t), ul (t) care verifică (2.1) şi (2.2). 
Domeniul comenzii este 


(2.5) U = {u = (w, u?) € R2: uf e [— 1,1], te {1,2}}, 


iar din (2.3) se observă cá 4(-) ia valori pe frontiera lui w. 

Condiţiile necesare de ordinul doi pentru această problemă se pot 
determina folosind una din teoremele 6.1, 6.2, 6.3, 8.10 sau 8.11. 

Aplicarea uneia din teoremele date pentru Pg (vezi teorema 7.7 
sau 7.8) ne conduce la o contradicţie. 

continuare, vom arăta că aplicarea teoremei 7.8 nu este posi- 
bilă deoarece condiţia de ordinul doi propriu zisă (vezi (202)) nu este 
verificată. Proprietatea R este în mod evident satisfăcută (vezi obser- 
vatia 7.8). 
: Ipoteza E, se verifică alegind «w'(t) =r, re. 
Din teorema 7.8 obţinem că există A € E gi |: [0,1] > R? astfel ca 


(2,0) Xam [(z (£))* — 2° (t) (w^ + 1) + dn (0) ut + Va (t) (69 —1)] — (2 (0)* — 
— &? (t) (8 (t) + 1) + p(t) @ (t) + pe (t) (9? (t) — 1) ap.t. pe [0,1], 
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unde y (:) verifică 


j (1) A 4 (1) — 6, a = 0, St a, a.p.t. pe [0,1], 


(2.7) (re à)» — 2 mei 
0 
pentru orice (2(:), &(*)) care verifică, 
(Om = 0. i dÉ um 9€ oue 
(2.8) 2* (0) = 0, £e {1,2}, dt ut (t), ER u? (t) 
21 (1) = 0, (°) E Lo (0,1; R?). 
Folosind (2.4), din (2.6) obţinem 
(2.9) min Dain 1) (u — 1] = A ëm + E1) (HE) — 1). 


Alegind à = 0, se observă că (2.9) este îndeplinită. 
Mai departe, (2.7) se poate scrie 


: dz? 1 = 
(2.77) 0 «| Ham — —7- 2* (01 at = | (21 (a (OS dt+ f z1 (t) a(t) dt 
0 0 0 
pentru orice (Z (+), 4 (*)) care verifică (2.8). 
Alegem 4! (t) = sin 2r t, te [0,1] si fie z! (t) = f sin 2 x $ ds. 
Prin definiție (2! (:), 4!(-)) verifică (2.8). 
Deducem zi) = — = (cos Zei — 1), te [0,1] şi alegem «? (t) = — 
— 2 z (t), te [0,1]. 
Condiţia (2.7') devine 


1 A 
(2.1") 0 < — í (zt (ie dt = — | (cos 2 xt — 1)? dt 0 

0 ZE Jo 
ceea ce demonstrează că (2.7) nu este îndeplinită si că neglijarea faptului 
că domeniul comenzii este o mulţime închisă nu este posibilă. 


§ 13. COMENTARII BIBLIOGRAFICE 


În scrierea paragrafelor 3, 4, 5, 6 si 9 am folosit lucrarea [6,d]. 
Teorema 7.8 reprezintă un rezultat echivalent cu cel formulat de M.R. 
Hestenes în [4, a]. În [9] sînt prezentate, fără demonstraţii explicite cîteva 
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rezultate privind conditiile necesare de ordinul al doilea pentru probleme 
de control optimal; toate acestea sint cazuri partieulare ale celor din 


$6, 87 si $8. 


$14. OBSERVAŢII FINALE 


Întreaga teorie dezvoltată în acest capitol s-a făcut pentru probleme 
de control optimal cu comenzile în clasa funcţiilor măsurabile gi măr- 
ginite. 

Comenzile mai des folosite în aplicaţii sînt funcţii continue pe por- 
fiuni. Menţionăm că toate rezultatele date îşi păstrează forma si pentru 
comenzile continue pe porțiuni cu deosebirea că acolo unde s-a folosit 
cuvîntul ,„,măsurabilă” se înlocuiește cu „continuă pe porţiuni” și acolo 
unde s-a folosit expresia ,,a.p.t. in [to 4,]" se înlocuiește cu „pentru 
fiecare punct t € Da bk de continuitate pentru comanda optimă”. Mai 
mult, nu numai că rezultatele îşi păstrează forma, dar și metoda folo- 
sită rămîne neschimbată în sensul că și în cazul comenzilor continue pe 
porțiuni, problemei inițiale i se atașează o familie de probleme de control 
optimal astfel încît elementului optimal iniţial să-i corespundă un 
element extremal pentru fiecare problemă auxiliară. 

Pentru a înţelege legătura logică dintre lemele ale căror demonstraţii 
se dau în $11 cititorul va trebui să le urmărească în ordinea următoare : 
lema 4.3 — lema 4.4 — lema 5.5 — lema 3.1; lema 8.8 — lema 8.9. 

Pentru cititorul interesat în aplicarea teoremelor generale din capi- 
tolul I precizăm că teorema 1.1.1 este folosită în lema 5.5; teorema 
1.1.3 în lema 8.9, iar teorema 1.14 în lemele 3.1 şi 8.9. 
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CAPITOLUL II] 


CONDIȚII NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRU PROBLEME 
DE CONTROL OPTIMAL CU RESTRICŢII DATE PRIN OPERATORI 
CU VALORI ÎN SPAŢII BANACH 


În capitolul anterior am studiat problemele de control optimal 
cu restricții date prin funcționale. De această dată, vom obţine condiţii 
necesare de ordinul al doilea pentru probleme care conţin şi restricții 
asupra traiectoriei (restricţii de fază) sau asupra traiectoriei si comenzii 
(restricţii mixte), date pe un interval de timp. Acest gen de restricţii 
ridică probleme noi atit în ceea ce priveşte tehnica variațiilor cit gi în 
problema unicitátii sistemului de multiplicatori. 


În esenţă aceste schimbări se datorează trecerii de la un spaţiu 
de dimensiune finită (mulțimea valorilor functionalelor) la un spaţiu de 
dimensiune infinită (mulţimea valorilor operatorului prin care se exprimă 
restrictia asupra traiectoriei sau asupra traiectoriei şi comenzii). 

Prezenţa, restrictiei de fază de tip inegalitate cere utilizarea noţiunii 
de extremalitate de gradul al doilea, spre deosebire de cazurile prece- 
dente cînd s-a utilizat numai noțiunea de extremalitate de gradul zero. 


Pe de altă parte, sistemul de multiplicatori fiind format cu elemente 
din dualele spaţiilor în care iau valori aplicaţiile ce dau restricţiile, spre 
deosebire de cazul functionalelor, cînd multiplicatorii erau niște constante, 
în cazul de față, problema anicităţii sistemului de multiplicatori se pune 
pentru elemente din Lo (to h; R) ` 

La început vom trata probleme de control optimal cu restricții de 
fază, apoi problemele de control optimal cu restricţii mixte de tip ega- 
litate şi în final vom studia o problemă de control optimal care confine 
atit restricţii de fază cit şi restricţii mixte. 

Unele din problemele pe care le tratăm aici contin și parametri. 
Prezenţa acestor parametri este justificată prin aceea că orice problemă 
care conţine o funcţională de tipul mex gun) sau ad. max iu. x(t), u(t)) 

(to, 


te 
se poate pune sub forma uneia cu parametri în care funeționale, este 
diferentiabilá Fréchet. 
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$ 1. FORMULAREA PROBLEMEI DE CONTROL OPTIMAL CU RESTRICŢII 
DE FAZĂ (PROBLEMA P) 


O problemă de control optimal cu restricții de fază se compune 
dintr-o problemă de control optimal obișnuită la care se adaugă res- 
tricții asupra traiectoriei pe un interval de timp. Restrictiile asupra traiec- 
toriei pot fi de tipul egalitate sau de tipul inegalitate. Deoarece restric- 
Hie de fază de tipul egalitate dintr-o problemă de control optimal se 
pot pune sub forma unor restricții asupra traiectoriei gi comenzii (restric- 
fii mixte) de tip egalitate, acest gen de probleme va fi cuprins în cadrul 
celor cu restricții de tip mixt. Aici vom formula numai problema de 
control optimal cu restricții de fază de tip inegalitate. Iată în ce 
constă problema : se cere să se minimizeze qo (x (4)) + qo (5) pe mulţimea 
elementelor (z(*), «(*)) EAC (fg 45 E") X Lo (to t; R'), £e E*, care 
verifică următoarele condiţii 


to 


| 
(1) 2 (t) = zy + í f (8,9 (8), u (8)) ds, te [t,, 4], unde to, t şi e sînt fixate, 


(2) ue U (t), a.p.t. pe [to 4l unde U (t) c R' arbitrará, 
(3) er(2(5)) + e (E) « 6, 4e(— m... ,— 1}, ere (8) + et (E) = 0, 


4€(1,...,k), 

(4) gi (æ (t)) + gi (E) < 0, pentru orice t € [to i], ie [Lb ey djs 

. Restrictiile de fază sînt exprimate în (4). Notám această problemă 
cu P, | | 
, Condiţiile generale asupra datelor problemei sint următoarele: 
D. e" R” > R, e: EP >R, f: [t S]x E^ x R'—> R” g; : R"—R, 
| Oel ^ OM, Ong 
da? ' ða? Ow? 


şi cu derivatele de ordinul al treilea, a 5 : 
x 


: E^ — R împreună cu derivatele de ordinulal doilea 


es 03g; 
ETT ? Qt? 
unde f = (fy... fa). 

În continuare, vom formula ipotezele de lucru. Mai întâi citeva 
definiţii. 

Fie (ot dl ül), Si optimalá pentru P,. Fie a = = {i e{—m,...,—1}: 
e (2 (5$)) + ei (E) = 

Fie dh: [to 5] > E , $€10,1,..., k} U a, absolut continue date prin 


dy, 
dt 


sînt continue, 


(5) pi (h) = E Gi, — 2% = E (t, & () j d, (t), t6 [i h], unde 


f (t, £) = f (t, T, d GI 
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Fie %, Vo C Lo (tos t; R) (Yoc Y) definite prin 
(6) & = {u (+): u (t) e U (t) apt. în te [to 41), 
U= {u (-)ez: » « UO, fm FH), wl) —7(, GD) > at = 0, 
pentru Ze (01, ;.. , k} U a}. 


Fie O (t) (n x n), te fia ti], matricea fundamentală ‘ae solutii 
pentru sistemul | 


EC di (1,8 (0) 2, te [hf], si fie O (4,5) =0 (0)-0-1(s). 
f | 


Fie x €(0,1). Fie G3, G, C [to 4], 2€ (1, ... , 1), date prin 
(8) GY = (te [to t]: g: (2 (0) + gi GE — 
G, = (te [to 51: gi (2(0)) Lo (£) = 0}. 


Fie A C f1,...,1), dată prin A = (i: G, este nevidă}. 
Pe mai departe, admitem că se îndeplinește următoarea condiţie 


= "oum l 
(9) T gi (5 (5) + g; (E) < 0, 95 (29) +g” (Ẹ) <0, (otie UG), 
4e{1,..,0}. 


Fie 9%, 2, GC, definite prin 
l | 0g, ,. t ` | 
(10) $ cl . )EU: < P (x e» O (t, 8) [f (s, & (8), u (8)) — 
lo 
— Fj (5 € (s))] ds <0, teG,, ical , 
ei = fec jeg: < di cu. a ml 9 (48) [F (58 (8), (0) — 


—F (5,2(5)]ds > = 0,t€ GY, ied) 


a, —(u)ee: « 5 a ml eto UB n — 
óc h 


— f (8, 8(5)] ds > =0, te, isal. 
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Mai departe, fie MCAC (Gab: R°) X Lo (lo; 1, ; E) dată prin 
(11) M —((2(),9(.):* (5) —0, 


EH (& & (1) @ (t) +f (6 & (t), u (0) — F (6 8 (Ds te [f EH. 


Observa]ia 1. Prin definiție avem dj Ca 4 (.) EFN Vor Vo= 


= {4 (0 eq: Ze (&$), æ (S) >= 0, ie {0,1,..., k} U a, unde (a(.), 


une ar) sino, = futen: wt), u(.)) eM, < —H (att) a(t) > = 


de 
Ox 


=0,teGiieA, < (GI, ei >= 0,7 {0,1,..., EU d gi 


g = fa ()EY:< zi (£ (0) 2 (2 «0,t€G,, ieA, (a), year] 


Ze (2 (8$), i € (1,..., k} U a, sînt liniar in- 


Ipoteza E,. Vectorii 
Ox 


dependenţi, 4 +Ø şi există {u, (.),. .., Un (.)) C9 astfel ZU = (y, ie {1,...; 


EY Vadim = Xf s 040 5650 7020)» at unde 


a; (.) € Do (to ti; R) verifică e (î)> 0 a.p.t. pe [to y]}= Re . 


În continuare, vom da o lemá care are un rol fundamental in obține- 
rea condiţiilor necesare de ordinul al doilea pentru P,. 

Lema 1. Fie (2 (.), & (.), EI optimală pentru P, Fie ipoteza E, 
îndeplinită. Fie ye(0,1) fixat arbitrar. Atunci, pentru fiecare A (.)ed$ (Vo 
există af ER, vy :[to,t; ]— [0, co) descrescătoare, continuă la dreapta v (t,) — 0, 
u7 € (AC (to, t, ; EI, astfel ca să avem 


de" 
dÉ 


E z 09; => EES 
(12) $ oi ETE (£) + È vë (to) 


i= -m 


Be E rus do; - 
AT En GI 


Li 


ty , 2 = = 
v(t) >— x ( < -E E), v0 (0 + OE (DO, 


ial 
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pentru orice (y (:), u (.))eAC (to ti; RXZ, 
(13) aF = 1, «F> 0, că Le (2(5)) + p (GI = 0, ie{— m,..., — 1}, 


vă (.) este constantă peorice interval care w intersectează mulțimea 


G; = (te [to h]: gi (8 (0) + 95 (E) = 0}, 


04) y oF Dänz (pă (5 — zf < Zat a a, 


i= —m 

ă (t) >dvF (t) + ut (23 (z)(.)2 0, pentru a(.) Bee? t,; E") care 
verifică 

(15)  2p(2)(.)) = 0, iar 2f DY : AC (t, ti; R")—AC (t, t; R”) 


sint definiti prin 


(16) 23y (-)) (0) = 9 (t) — y Les (2))g Lett Lf (8, 8 (8), u (8)) — 


—7 (s, aeni} ds, 


t i 
an awena =(-f I eene oo + 


pac Ff ¢, 80), ëtt, XE (s 6) 9 ider ds, je (3... 0). 
On Ox | 


teloh]. 


(Demonstrația lemei se găseşte la sfîrşitul capitolului). 


§ 2. TRANSFORMAREA PROBLEMEI P, (PROBLEMA P,) 


Desi demonstrația lemei 1.1.—lema fundamentalá — este dată la 
sfîrşitul capitolului vom arăta aici partea esențială a procedeului care 
permite obţinerea ei, anume transformarea problemei P, si obținerea 
condiţiilor de extremalitate pentru Lade transformată pe baza teo- 
remelor generale din primul capitol. In acest fel va rămîne pentru la sfir- 
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şitul capitolului numai partea pur tehnică, de trecere de la condițiile expri- 
mate cu ajutorul problemei transformate la forma din lema 1.1. 

Deoarece in P, domeniul comenzii este o mulțime arbitrară, in de- 
terminarea condiţiilor necesare nu se pot utiliza variațiile locale ale comen- 
zii în mod direct pe problema P,. Urmind un procedeu asemănător cu cel 
expus în capitolul anterior, vom asocia problemei P, o familie de probleme 
de control optimal pentru care domeniul comenzii este o mulțime convexă 
si în consecinţă, pentru problemele asociate vom putea să utilizăm varia- 
fille admise locale pentru comandă. În acest scop, fie {u,(.),...,%(-)} C 
aleasă arbitrar. Notám b = (u,(.),..., u,(.)} şi definim următoarea 
problemă de control optimal. 

Să se minimizeze qo (y (4)) + po (£) pe mulțimea perechilor (y(.), 
&(.))€A€ (în, t ; E^) X Lo (19,1, ; R°) şi pentru Ze R? care verifică urmátoa- 
rele condiţii 


(8) y (t) = 2, +f ( 9 +E, a (0) Cf, (s, (8) — F (8, y()))) de, 


q 
(19) a, (020,1 — Ya; (t) > 0, a.p.t. pe [to ti], 
jol 


(20) o, (y (5)) + pi (£) <0, ie {—m,..., — 1}, ei (y (4)) + e (E) = 0, 
4e([1,...,k), 
(21)  gi(y (0) +g” (E) « 0, pentru orice te [to t], ?e(1,..., 1), 
unde F (t, z) —f (t, æ, & (s)), f; (t, 2) = f (t, £, uj, (0), iar To f, 9,9, Și 
(2(.), &(.), E) sînt date in P,. Notám această problemă cu P,. 


Fie o, (.) €L (to 4 ; R°) originea spaţiului. Vom arăta că (Gi. Lol, £),) 
este admisă pentru P, Condiţia (18) este in mod trivial satisfá- 
cută. Deoarece (z(.), 4(.)) verifică (1.1) (vezi P,) rezultă că (2 (.), o (.)) 
verifică (17). Mai departe, condiţiile (19) şi (20) sînt îndeplinite intrucit 
(@ (.),2) verifică (1.3) si (1.4). Prin urmare, (2(.), al £) este admisă 
pentru P,, (&(.), î (.), EI fiind admisă pentru P, În general, pentru (& 
(.), 0,(.), Z) nu se pot demonstra si alte proprietăţi semnificative, deşi 
(2(.),8,(.), E) este optimal pentru P,. Totuși, în condiţiile date de ipoteza 
E, se poate arăta că (2 (.), oa. ), £) este extremal de gradul al doilea pentru 
P,. În următoarea lemá vom formula mai precis acest rezultat. Mai întîi 
sînt necesare cîteva preliminarii. Fie ye(0,1) fixat. Fie X’, Y*, Z} spaţiile 
Banach definite prin | 


(22) X’ = AC (ty, tn; P) x Lo (to, tu; R°) x E, Y' = 
= R* x AC (ty, t ; RE") 
Z} = RV? x (TT O(G; EI x La (f; R°) 
€ 


Cap. III, Sisteme de control optimal 185 
Fie éi: X°+R, ie(—m, ...,—1,0), 0 : X' C (tat; R),je(1,.. .,0), 
Piu: X’ > Lo (to t; R) i€(1,...,9 +1}, qQ*:X*  R', | 
9^ : X? — AC (ty, t, ;R") | 
definite prin | 
(23) 6 (y (.), a(.), E) = pi (y (2) + e (E) Fe ( — m,..., — 1) gi 
ët), «(.), E) = e$ () (&) + ei (E) — (o5 (E (5) + et (ED), 
(44) — @(y(.), «(.), E) (E) = 9; (y(D) La (E), te G3, j e A, 


(25) %, (9 (-), a (-), 8) = Brel) pentru de {1,...,9} gi 


DEET EE EE EE 


= 
(26) 9° (y), & (8) = 9" (y (h) + 9" (E), unde er = (915... si), 
| 9" = (Qi pe. y E 
(27) 2^ (y (-), a (-)E) (0 = yt) — a St (s, y (8) + 
+ Seid th (s y 6 — 79 ea) ds. 
Fie Q? C Z} conul convex deschis dat prin 9? = 02x03 (v) x Q3, unde 
Qi C Rlel +3, O8 (vy) C me Gt, KR), 93 C Lo (to; ti; R°) sint conuri con- 
vexe deschise definite nud | 
(28) Qro {y = (goi EaU (0:9 < 0}, 9: Q0) Jet. Lei (.), 
ted): SH (t) < 0}, 


iar O$ = {w (.) = (w; (-), ie(1,...,4)) : ad. min e, (¢)>0}. 
i tei, tn] i 
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Fie KiC Y^conul convex închis dat prin K’ = {0,,}. Fie T^: X*— Y*si 
Q^: X*—- Z^ definite prin 


(29) T° = (9, T, d^ 2 (493,462 UOU AU LM 49-1... 04- 9). 


ô și (@ ($)), ie (1,..., k), sînt liniar indepen- 


Ipoteza GJ) Vectorit 
p Ei Ja 


denji și există (u,(.), .... , Un (.)) CU astfel ca {y = (Yay. a Ye) Yi = 


= E e a; (t) < pilt) f; (t, & (t))— F (t, 2 (0) >dt) unde e, (.)e Lo (to 
j t 


IER Kéi 


t: R) | = R* f, (t, 2) = f (t, v, u; (t), D (t, £) = f (t, x, & (t)). 


LEMA 2. Fie (z(.)& (.), E) optimală pentru P, şi fie ipoteza E, în- 
deplinită. 


def. 
Pieb, = (C). a (-)) dată prin ipoteză și fie yE (0,1). Atunci 


pentru fiecare b = (t (y... a (.)}}C% astfel ca b25,(2 (.),0,(.), E) 
este (D^, OF; T°, Oy» ) extremal de gradul al doilea pentru P,. (Demonstrația 
se găsește la sfirgitul capitolului). 


$3. CONDITIILE NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRU P,. 


Folosind teorema 1.1.3 vom obţine condiţiile necesare de extrema- 
litate de ordinul al doilea pentru P, care mai tîrziu vor fi utilizate în găsirea 
condiţiilor necesare de ordinul al doilea pentru P,. 

Fie b = (154(.),..., *(.))* fixată arbitrar si fie P, problema cores- 
punzătoare atașată lui P,. Am văzut că (2(.), 0,(.), Z) este admis pentru 
P, şi prin definiţie avem 0°(2?)eO2, T" (a?) = Deh, unde am notat a? = 
=(2(.), o,(.), Z). Mai departe, fie H, (b) C X’ definită prin 


(30) H, (b) = fe = hat) 0)e FP: <5 (B (4), y (&) > =0, 


* Tpoteza Ey este mai slabă decit Ey prin accea cá mulţimea 4 din Ey este înlocuită cu d, 
a = Ø, iar aj(°) € Lo (lot. ;R) sint arbitrare. 
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sea U (0) < (4 (4$)), y (5) > =0, pentru ke (1,...,k),< —— a (2 (t)), 


y (n > «9,teG] je A, d 9* (ab; y (.), a (.)) = 0, a, (t)> 0a. p. t. pe 


[toy 1], j € {1, ee Se q) FO 


Meu Kr zi dÉ E pe Gu Din definițiile GC 


Der, dz eae ) a (. ) 0) = 
LEMA 3. Fie (2 (.), 4(., E optimalá pentru P, si e eeng E, îndepli- 


nitd. Fie (u(.),..., «(.)) C 9 date prin ipoteză şi fie taal: jessy My (.), 
15434(.)), Unde it A. Je, Pie b = ew Lk. el.) }CW astfel ca bDb şi fie 
P, problema auxiliară corespunzătoare. Fie ye (0,1) fixată. Atunci, peniru 
fiecare 2 € H,(b) există aţeR, vi : [to t] [05 00) descrescătoare, continuă la 


dreapta, v2 e (AC (ty t; R" y* Şi NE (Lo (fost; R))* astfel ca să avem 
îndeplinite 


(31) Y ste P9 es yt) — Pu Zen, y(t) à ve) + 


T 
Hia Gy C) s) Tots = 0, 
pentru orice 
OMAE Wee Zeien X Le (toy h5 E°), 
(32) X af Se > (8) + PEDES Lg = 


(33) oF =1, a£20, (o;i (@(4)) Le DI = 0, pentru ie(—m,.. 


— 1), v7 ZG =0, vF(.) constantă pe fiecare interval care nu ee pe 
39d e d 1 ’ 


(34) $ f< gi ( (4) 8 h) 2 (£97 — X E <% | (300 7 0, 7 > 


i2—m 


dv Yn pă (d? 2^(25; g(., &(.); ia sa em &(.) — ((-), 


& (.), 
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Demonstrajie. La început, vom arăta cá dT"(s;.): X? — Y’ este 
surjectie. 

Prin ipoteză (vezi E,) este îndeplinită ipoteza B,. 

Folosind lema 2.3.3 pentru w = a? deducem că d T^ (22;.) : E 
este surjectie. Mai departe, din condiţiile impuse asupra datelor problemei 
P,, folosind teoremele a. 7 şi a. 8, deducem că Ø’ si T^ sint continuu dife- 
rentiabile de ordinul al doilea in 2%. Condiţiile lemei 2.2 fiind îndeplinite 
rezultă că a? este (O^, O^; T^, Oy,) extremal de gradul al doilea gi prin 
urmare, sînt; îndeplinite condiţiile teoremei 1.1.3. 

Folosind observaţia 3, din teorema 1.1.3 rezultă că pentru fiecare 
z € H, (b) există A8 € (0P)- gi vē e(Y")* astfel ca să avem | 


(35) X7 (d O'(a2; z)) + v* (A T^ (25; ai = 0, pentru orice ze X’, 


(36) [AF] £0 25 (0* (22) = 0, 
(37) X* (d? O* (2; z, 2)) + v* (d? T^ (ab; 2, &)) > 0. 

Mai departe, din A € (Q*)- (vezi definiția 0.4) şi din (30) deducem 
că există constantele «7, ea lU (0), functionalele že (C (GY; Eug, 
je A, și Xe (Lo (ta t5; R)*, re(1,..., q}, astfel ca să avem 


(38) X = (afica U {0}, u7, j e 4, X, rell,..,4) a? > 0,teaU {0}, 
uF > 0, pF (Oj (x2)) = 0, je A, gi dF <0, ref{l,...,g}. ` 

În continuare, deoarece 0j (æ) (f) =0,teG,,je A, folosind teo- 
rema a. 10 deducem că există v [t,, ti] — [0,00) descrescătoare, con- 


tinuă la dreapta, constantă pe fiecare interval care nu intersectează pe G,, 
astfel ca 


(39) vF (th) — 0, (to) = RÉI, — f e (t) à (t) = -$ e (t) d (t) = 
(] : 8j 
= pf (c(.)), pentru orice c (.) e € (ta t, R). ' 


Din (29) există «? e R, i e {1,... , k) şi uz (AC (t, t; R”))* 
astfel ca să avem 


(40) pë = (o, ..., af, v). 


În continuare, luînd în consideraţie (38), (39) ei (40), din (35) (36) şi 
(87) deducem cá avem 


(41) Es SEG — Y 6 E mad dm 
x Ox 


ica U(0. .... X) Zei die 


Cap. Ill, Sisteme de control optimal 189 


ti Miete C) E Mini. = 0, pentru orice (g(.), 
a (.)) € AC (ig, b; E^) X Lo (to t, ; E*), 


a) X 9g. X vf (ty) 2 


TET, M * Qt mm ST 


T 


Li 
(43) a > 0, i eaU {0}, X, oF LE VF (te) 0; XP « 0. 
o Zei 


na E d (B) gt) p)» — lg 73 mem 
1 


1EaU(0, e o k} to 
J (> av (t) + uw (322^ (255g (.,&€ .);g (,& (.))) > 0, unde z = 
= (g (.),&(.),0). | 


În continuare, vom arăta că se poate alege că = 1. În acest scop este 
suficient a arăta că avem «5 > 0, deoarece in acest caz împărțind prin 
dă va rezulta că (41) — (44) sint verificate cu a = 1. Fie, prin absurd, az =0. 
Atunci, din (41), folosind definiţia lui P,, deducem 

7 
(45) . D qo (2(5), J (6) > 20, pentru orice (y(.), 

deel {1, k} 

SI. egen dg (2); . Bi care verifică SI. ) = (a... 04,0), goe R, a; 20» 
jelt...,hj. 

Mai departe, folosind ipoteza E,, din (45) obţinem că avem 

a? y; = 0 pentru orice y e R*+ lan și prin urmare am obţinut 


$e€aU (1, k} 
«= 0, pentru totizea U (1,. Lud În continuate, luînd în consideraţie 


că a? = 0 pentru ¿i ea U (0, m , k}, din (41) obţinem 


ue — y «E Go vo » ado S) =O, 


DREI 
pentru orice (y (.), «) e AC (to, tn; E") x R1 
care verificá 


(47) am = Y «V D (t 8) [f (5, 8 (8), t (8)) — F (8, & (9)1 ds, te Det 
to 


f=1 


Fie ă, = 1,re{l,...,h gë 1) si fie 7 (.) cel care rezultă din (41) 
corespunzător lui € = (15. , 1). 
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Din (46), pentru (y(.), X), obţinem 
48) ^e 995 (suy, 9 () >a (t) = y 3x 
E 22 (8009 (044 = E D 
Deoarece prin definiţia lui H(b) avem < zm (2 (5), F() > « 0, 
x 


teG,,jeA, iar v$(.) sint descrescătoare, din (48) deducem cá avem 
hl _ 

(49) V; X (1) > 0. 
f-1 


Folosind proporţia a.3 şi (38) din (49) obţinem 


(EA 8 EA 
(00) y Ia — Y; X (1) — 6. 
f21 res) 


În continuare, folosind (50), din (48) şi (47) deducem 


kA Ogi. t = " 
(51) 0 — > | X«L G0, | © (t, 8) [f (8, Ž (s), a (8)) — F (8, 5 (5))] 


jed hral 
z E P is t 
ds> dv? «8, Y, v7 (to), unde 6, = max (max < 995 (2 OI, ) M(t, s) 
jGA je4 teg Ox to 
(Dis, @(8), Wasi (8)) — (3, $(s)] de>), conform ipotezei E (vezi 
Aan (.)e 9), verifică ò< 0. 

Din (51) deducem 
(52) vj (to) = 0, je A. 

Mai departe, folosind (45'), (50), şi (52) din (41) pentru aj = 0, se 
obţine și || Az || = 0 pentru r = h + 2, ... , q. În acest fel se obţine con- 
tradictia cu ultima condiţie din (42) si prin urmare, avem «5 = 1. Astfel, 
alături de conditiile (41), (41') şi (43) avem 
(53) of = 1, af 20, tea, X «0, re{l,...,g}, i: [to 4] > [0, oo) 
descrescătoare, continuă la dreapta, v? (t) — 0, vj (.) este constantă pe orice 


interval care nu intersectează mulțimea G; = {t e [tos 61: g; (2 (0) + 
+g; (EZ) = 0}, 7 EA. 
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În final, of = 0, pentru i e (—m,...,—1)/a şi v (t)=0, t e t, t], 
pentru je(1,...,1)/A si folosind condiţiile (41), (41’), (43) și (53) avem 
verificarea completă a lemei. 


§ 4. DEDUCEREA CONDIȚIILOR NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA 
PENTRU P,. 


1. La început, vom vedea ce devin condiţiile lemei 1.1 pe un caz 
particular. Particularizarea; problemei P, constă în aceea că pentru func- 
fille e: R” > R,g,: R” > Rf: [tt] x R”X R —R"ie{— m,..., —1, 
1,...,k), je(1, ..., 0}, sînt îndeplinite următoarele condiţii : 


(54) qi (2) = < G, 8 > + di, gj (zx) = «0,,v2 --b,, unde c, di, a, 
be R^ sînt fixati; 


(55) f(t, z, u) = A (t)o + b(t, u), unde matricele A(t) (n x n) gi b(t, u) 
(n x1) sînt formate cu funcţii continue. 

PROPOZIȚIA 1. Fie condițiile (54) și (55) îndeplinite pentru P,. 
Fie (2(-), &(-), EN optimală pentru P, si fie ipoteza E, îndeplinită. Fie 
Y €(0,1). Atunci, există a,€ R, v: [tos t1] > [0, oo) descrescătoare, con- 
tinud la dreapta, v, (t,) = 0, astfel ca să avem 


1 ty l 
(56) Jj <4) + » ap Bh n) dt 00 HY vo, 


b (t,, 4 (0)) > dt, pentru orice u(-)'e &. | 
Déi (74 y « 29 (B+ e MH + | al MH (0) — 0, 
08 vin 06 7 a Aë i dÉ 


(57) |< b(t, à(t)) — b(t, &(t)), S(t) 2 (t > dt > 0, pentru orice (2 (°), 
to 


u(*)) € AC (t, h; RE") x45 Yo) care verifică 
- dz = » 
(58) æ (t) — 0, Vr A (t) z (t) + b (t, W(t) — b(t, &(t)) a.p.t. pe [to t], 
«nde 
(59) a; <0, a (< G, @(4)> +d, + oi’ (2) = 0, ée(—m,...,— 1h 
v; (*) este constantă pe orice: interval care nu intersectează mulţimea 
def ay , 
G, = (tell, h]: < a, &(t)> + by +g’ (£) = 0}, je {l,..., J}, 
dar vb: Da 4] > Ri, ër Da t] — LZ (R^, R”) absolut continue verifică 
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_ 990 " k ` dé = T 8 
(60) ¥(4) = 25 (2 (t)) + P a; Cis "EN A(t) (9 (t) + à v (0) a,), 
GL ' 
3? po 


D T 
og? (& (5$), — — =A (t) S(t) + S (t) A (t), a.p.t. 


t 


a.p.t. pe De t], S (4) = 
pe [to 1j]. 
„Demonstraţie. Fie {u (°), ...,,(*)) C 4 dată prin ipoteza E,. 
Din lema 1.1 si din (54) și (55) deducem că pentru fiecare 4 ( - ) e Gf existá 
ay € E. vă: [to, t] > [0, oo) descrescătoare, continuă la dreapta, v9(&) = ` 
= 0, DÉI e (AC (ty, 43 R"))*, astfel ca să avem 


as 
d 


l at - " 
(61) b at «0,9 (h) — — X| < 4, y (t > dv? (t) +u" (21(y (:)) 20, 
pentru orice (y C3), u(:)) EAC (to 1; RE") x4, 
WE E 
Xi, ai m (E) + A vă (to) ot (£) = 0, 


(62) af = 1,08 > 0, af (< G, (5) +4,+ 95 (Z))=0, ie(—m,..., 
— 1), vă (+) este constantă pe orice interval care nu intersectează pe 


G, = (ts gf (0) + gE) = 0}, 

(63) < T£ (8(5) Z(t), 2(h) 0, pentru z(-)€ AC (t,t; E") care 
verificá | 

(64) Z(t) = 0 — și = A(t) 2 (t) + b (t, w(t)) — b(t, &(t)) a.p.t. pe [to ti], 


unde | 
Dă : AC (ty, ti; E") > AC (ty, t, E") este definit prin 


| | 
(65) 9: (y C» — 90 — | (4 (09()4 Y a, (8) (b(8, u; (8) — b (s, 


à (s))) de — Jj aaa (8) (b (8, u (8))—b (8, & (8) ds, t€ [t 4]. 


to 


Mai departe, fie S : [to i] (R",R”) absolut continuă definită in(57), 
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Din (60) si (57) obţinem 


(66) < S(t) 2 (4), 2(5) >> 0 pentru orice (Z(-), Se He AO (ty E 
R”) xg% care verifică (64). 


În continuare, întrucât z (t) = 0, din (63) obţinem ` 


1 a 
(67) 0 « = < 8 (h) 2 (f), TET « 8 (t) 2 (0, z(t) > dt. 


Folosind (57) si (61), din (64) obţinem 


(68) 0 « C <b(t, &(t)) — b(t, à (D) S (1) Z (t) > dt, pentru orice (2 (°), 


to 


KA )) e AC (t, ti; R") x 4$ care verifică (64) si condiția (57) a fost veri- 
icată. 


Pentru a obține condițiile (56) si (59) ne vom folosi de (61) si) (62) 
Alegem 4(-) = &(-) (vezi observaţia 1.1) si fie «, € E, v, : [tot] — [0, oo), 
Ars Au, H corespunzătoare astfel ca (61) si (62) să fie indeplinite. Fie d :[to, 

] > R” definită in (60), corespunzătoare constantelor «, definite mai sus. 
Din (60) si (61) deducem 


(69) < $(5) y (6) — X f; «4, vm > dv, (t) > 0, pentru orice 
(y C) v( )) € (AC (5,1; ' p" ` x 4 care verifică, 


(00) y (à) H — A (y + (0) — PU 8 (0) apt pe [ty A] 
(vezi y(-)e ker DY (-)). 
. De asemenea, din (61) avem 


mu E a, 02 HOES v; (to) SE = x (2) = 0. 


i= —m 


Pa Mai Desch deoarece v, Se =0, iar y(t) — 0 pentru y (.) care 


verifică (70), integrind prin m obţinem 
i ty d i 
(72) — Y f; a,, y(t) > dv (0 = X |; Da an EE? y du 


«a, 40 y(t) > At y, È v (D > adi) — b (68 (0) > f, pentru 
j=1 die 


orice (y(:),u(:))e AC (to; ti; R^) x Y care. verifică (70). 
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În continuare, din definiţia lui Q(-) (vezi (60)) şi din y(t) = 0, 
pentru y(-) care verifică (70), deducem 


^d LA T 
(73) < v(4) 9) >= \ ar^ Y(t), y(t) > dti — | <A(t) Y(t), y(t)  dt— 


E T h T 
— Y | v, (f) < A (f) aj, y(t) >at + | «A(t w(t), y(t) > dt + 


3 awl ty ty 


+(*< P(t), b(t, w(t)) — b(t, B(t)) > di cl < p(t), b(t, w(t)) — b (t 


Gite dt — Y V vj (t) < a4, A(t) y (0) dt pentru orice (y(*), u(-)) 
Îm1 die 
€ AC (ty, h; E") x€& care verifică (70). 


În sfirgit, folosind (72) şi (73), din (69) obţinem că este indeplinità 
următoarea condiție ;] 


dai « H(t), b(t, w(t) — 5 (5 & (2) at + Xf w (f) < a, b (t, ut) — 


— b (t, 4 (t)) — di, pentru orice u(:)eQ, ceea ce împreună cu (71) re- 
prezintă condiţia (56), iar demonstraţia este încheiată, 

Se observă că deşi multiplicatorii din lema 1.1 (vezi constantele 
ei şi funcţiile vă (-)) depind de variaţia folosită, totuşi în cazul în care 


P, satisface condiţiile (54) gi (55) multiplicatorii care se obţin in propo- 
zitia 1 (in 2 cărei demonstraţie este utilizată lema 1.1) sînt independenţi 
de &(-)€ 


În CUN vom da condiţiile necesare de ordinul al doilea, pentru 
P,, considerind că alături de condiţiile (54) gi (55) este satisfăcută şi urmá- 
toarea proprietate 


Proprietatea €. U(t) = U, te [t, 4], unde UC R' este o mulţime 
convexă. Fie 4, 4t, d^, Ge ei "ge (y) date prin (unde e (0,1) este fixat 


uL 
. = {u (*)€ Lo (tot; E") :u (t) € Ua.p.t. pe [t, It, Y= {u ( +) ev: 
NITO = a, emm (w(t) — &(0) > dt —0, ie aU{O, 1, ..., d), 


t : 
$16) = (vC) ed: ap | 0,25 (s, ate) tute) — a ds = 0, 
te GJ, je A), F = {u (C) EW: < a,,( ® (t, s) = (s, (9) (u (8) — & (8)) 
fo 


ds ><0,tEG@,,je 4), Z= at le w: <4, ® (t, a (8, & (8)) (u (8)— 
— & (8)) ds zc ie, jE Aj, unde Ò (t, a Q (t): m ) fiind 
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matricea fundamentală de soluţii pentru = = A(t), wv, t€[t, ti], iar 
| | A " 090 = 5 
fi (:) EAC (fy, ts; E") sint date prin Yo (4) = PS. (2 (5), du (t) = ër: 


tea {l,..., kj, — = 40 Am je€4U(04,...,k). 
Ipoteza E,,. Avem G + Ø, vectorii o, 4?€aU (1, ... , k} sînt liniar 
independenţi şi există (us (°), ...,u, (*)) C er astfel ca (y—(9,,$ € (1,... 
, k} U a) : Yi -X KE < 4; (0,26, & (t)) (v, VISA >dt, elle 
€ Lo (to, h; E), a; (t) > 0 2.p.t. pe Dahl = R**lel. 


PROPOZIFIA 2. Fie condițiile (54), (55) şi proprietatea C indeplinite 
pentru P,. Fie (2(-), &(-), £) optimală pentru P, și fie ipoteza E, inde- 
plinitd. Hie y e (0,1) fixat arbitrar. Atunci există a, € R, ve: [to h] > (9, 00) 
descrescătoare, continuă la dreapta, v, (t) = 0, astfel ca să avem 


(567) Jj <(t)+ X (ap: ai (t, & (t)) (u (t) — &(t)) > di 20 pentru orice 


€ E) + X wii È (2) — o, 


at: Ke E (È) + È «, 996. T 


2: 


(57' D <a, 4 (t) (w(t) — &(t), S(t) m >di> 0, pentru orice 


(2(*) @(+)) EAC (ty, t; R°) x (WN) 2 (x)) care verifică 
(58°) 2 (fj) = 0, = = A(t) z(t) + z "ii gi ( (t) — € (0)) a.p.t. pe [to t] 


(59) a, < 0, e, («05 £(5) > + d, + e; (£)=0, ie (—m, ... , — 1), este 
constantă „pe orice înterval care nu intilneste mulțimea G,-- (t : <a,, g (t) —-- 
+ b, + g; (E) = 0} tar qd (*) și S(-) sînt date prin 


(60) Am = AP (à (4) £X sa — = A (00 + > E 
13:0 
Su) = P3 (85), — 55 Am 8() + BI A(), apt. pe [ty hl 
x dt | 


2. În continuare, vom explicita condiţiile lemei 1. 1 pentru, dată 
in forma generală. 
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TEOREMA 1. Fie (2(*), &(-), Z) optimală pentru P, gi fie ipoteza E, 
îndeplinită. Pie y € (0,1) fizat arbitrar. Atunci, pentru fiecare ul) E ZN Uo 
există ai € R, vi: Da t,] — [0, oo) descrescătoare, continuă la dreapta, 


vă (5) = 0, astfel ca să avem 
h bh 
(74) | Hi (t, 2 (0, u (0) dt > ) HF (t, x(t), 4 (0) dt, pentru orice «(-)e € 
to fo 


Ee (t, au) = <4 (t), f(t, zu) > + 5 v? (t) Pi (t, 2, u), pj (t, v, u) = 


= <H afma)" A (8) + b EL GES t) 2 Zu 


(75) C («ft 8(0, &() — F(t H(t), GE + X v 22 3 (0)) a9 > 


> + <= ua (0,80) — > (t a0, 0) 2>) t > 0, pentru ëf +) 


care satisface 


(76) z(t) = 0, GER ei E E 


pe [to 4]; 

unde at și vi (-) verifică 

(77) oF >0, af (9) (2(5)) + ei (2))=0, te {—m, ... , — 1}, vE(*) este 
constantă pe dere interval care nu intersecteazá a 

G, = = ft: gj (2 (t)) +g; (E)=0}, iar Q9 : [to 4] — E", SE :[t,, h] > L(R", R°) 
absolut continue ne 


(78) 47 (h) = Č (9, + BaF și) (8), — ut = E (t, 200) (e (0 + 
t 02 


Ae "n & (t) em S(t) = (er + y ox gd (2 (4)), — 
apt da \*° ër ` ` Mi 
0 


ONCE POP: E TE 
e EZE gem + gem “F(t, 200) + 7— HT (t, 20, mis 
pe [io til. 


Demonstraţie. Prin ipoteză sînt îndeplinite condiţiile lemei 1.1. 
Fie 4(:) €927 N Y, fixată arbitrar. Din lema 1.1 rezultă că există ai € R, 
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vă : [15,4] > [0, oo ) descrescătoare, continuă la dreapta vă (5) = 0, u*e(AC 
(to; bh: RUE astfel ca să avem 


(9) Y oh <2 (8 y> — y, (“< Bem), am avt (0) + 
i m ' Ox , y à |; Ox i y j 


+ p2(2; (y(+))) > 0 


pentru orice (y (:), u(:))e AC (t, t; R^) x v. 
Din definiția lui 2? (vezi lema 1.1), pentru orice y (-) e ker 2#, avem 


(80) y (tj) = d = Zu & (0)) y (t) + (F (t, SI, u (t))— F(t, SI, Mai 


departe, din lema 1.1 avem 


(81) X4 - "E vj (t) E EÈ =o, 


(82) of = 1, a > 0, aë (oj "m. + ei (0) =0, ie(—m,..., — 1, W(-) 
este constantă pe orice interval care nu intersectează mulţimea G,— (te [t, , 


t]: 9i (& (0) +g” ii = DÄ ` 


(88) Y spe 2: iisen) 2(&) — xb Gm B(t), B(t)> 


ia -m 


i0 
dw (t) + u* (27 (z(-)))2 0, unde 27 este dat în (15) în z (.) verifică 


(6 zt) =0,2= a az + Sly BH, HO) — FH 30». 
Din (82) rezultă că (77) este îndeplinită. În continuare, din (79) vom deduce 
pe (74). Fie * ( - ) dată în (78) corespunzătoare constantelor «¥ care verifică 
(79) şi (77). Condiţia (79), pentru y (: ) e ker EN devine 
NEE? E T 
(85) < ţie), vi) >— X ( «E GM), (0 dig > 0 pentru 
: Zei Jt ; 

orice (y(*), u(: M € AC (f, h; R^) x Y care verifică 
(86) am = 0, X= SF, a0) (0 +44 ëm, u(t) 7, 20), apt 
pe [to ti]. | 

Folosind faptul că ġe UG, din vă (4) = 0 si din (82) rezultă ca 


VE) este continuă in t. Moi departe, v V (+) fiind cu variaţie mărginită; 


198 Teoria generalá a problemelor de extremum 


iar y (*) verificind y (tọ) = 0, obținem 
(87) - («28 0), vt) > dvi (2) -j să («c 29 (8 (0), y (0) d1— 
h bo 


h aps 
= | vi (t) mi^ (t x(t), 4(0), y (0) > +p; (t, c(t), v(t)) — 
bo 


— pi (t, 9 (t), & (£))) di, pentru orice (y(-), w(*)) care verifică (86), unde 
reamintim cá p, (t, x, u) este dat prin 


(88) pj (t, 2, u) =< gelt? f (t, 2, v). 

Folosind (87), din (85) obţinem 
(89) 0 < < HUH), ti) > + X vro < Piaam eu gär 
+ X ro (1, 8,0) — pi (80 BO) dt, pentru oriee IV 


u(-))e AC (ty, t; E^) x Y care verifică (86). 
Mai departe, utilizind (78), din primii doi termeni din (89) deducem 


(90) < 49 (h), y (&) zt vF(t) < ES (t, & (0,8 (¢)))y 0 > dé = 


=(< Ey) dt + x VF (t) < zi (t, à(0, a), 
fo fo 


y () >= x emm, & (t), at — F(t H(t) > dt. 
Luind in consideraţie pe (90), din (89) obţinem 
(91) NE YE (t), f (6 2 (t), u (t) — 7 (t, D >+ 3 VF (t) (pi (t, 2 (t), «(t)) — 
— p; (t,2 (t), &(t)))} dt > 0 nn orice «(-)e&, 
iar condiţia (91) împreună cu (81) arată că este îndeplinită (74). În con- 


tinuare, vom obține pe (75) din (83). La început, folosind aceleaşi argu- 
mente ca în demonstrarea lui (87), obţinem 


(92) P D Gm a (0,8 >= fro < FB zm 
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& (2) 2 (0,8 (t)>at — 2 t F(t) <f (t, &(t), & (t) — F(t, F(t), 


EP 
Ou? 


095 ,. 
Zem 


ZC (& (£))2 (t) > dt + U vi (t) < < f (t9 (t), & (1), 
a to . 


sm >) 2 (0 > at, unde (2( "Lët NEA lig hr B") x % 
verifică (84). 
Mai departe, folosind (78), din (83) și (84) avem 


k 2 o? 
mai Ya < (a) 2 (ot) >= BEIS h) >= 


den -m 


3f EIERE 20 > at + 


Q2 
0a? 


I h 9 m’ à 
El aio aeo, 2 () > at —("< 


< 4" (0), 


F (t, & (0) z (t), F(t) > at, 
unde (2(-) 4&(-)) verifică (84). 
Folosind (92) si (93), din (83) deducem 


(94) 2 fere &(t), ëm —7(58 e» (s (t) + 


e an? 9. ES ý 9 u x 
+ xod ae) so >a ER [T mmresm»)zo, 


0? 
Oa? 


d 


= (aa), ( « f (t, à (1), a (t)); 
€ 


z (t) > dt — SA @)< 
jalh 


z (t) > km > dt + y 98 (2 (-), ă(-))) > 0, unde 2 este dat în (17), 


iar (2(*), &(-)) verifică (84). 
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Mai departe alegem y* (:)e AC(t,, t, ; E^) astfel ca să avem 


dat OF = if 8 
L (, 8 0)9* (0 E = 


dé 


(95) y* (ta) = 0, 8 mi, 


20)» eo + S— «620,8 f( 80, 40), 20 >, 
3. p.t. pe [to îi]. 
Din definițiile lui 2i si 29 (vezi (16) si (17)) rezultă cá y* (ie 


€ AC (tp t,;E") definită in (95) satisface ecuaţia 


(96) 27 (y*(-)) + — 95 (2 (+) = 0, unde (2 (+), 4 (+)) verifică (84). 


În continuare, inmulfim în (94) cu şi apoi o adunăm membru cu 


membru la (79). Alegînd n ') = y*(-), obţinem 


t d i 
(97) «4 (t), yu) > — EU: E (8 (5), y*( 4) > av (0) + 


ty M " Sa " = 
d < f (t, ž) (), (t) — 74,30), Le (t) + 


0 2 
02? 


+ om SH Gi) > at -iV«( 


jol 


20, 
F(t iab (1), 2 (t) >at — PAN y (0. 


0g; ,- ð 

——— (£ (t 
Ze, 
Deoarece y*(i,) = 0, din primii doi termani din (97) obținem 


Li 
(98) d (4), y*() >— ch ai P 2-(8(0) em > avF (t) = 


, Zei 


OUT ku: dt > 0. 


ty d dë E. vr 0g; - 
Se rd hu * Vi Les E E E 
Is mm wem > at + H mie e, 


d 1 45 
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y* (t) > dt= j< 2 <b (1), f(t, 2(), &(0) — F(t, è (0) , a(t) > at + 


ty 0 
FS «(as «(y (t), f (t & (t), & (t) lem: (t) >dé + 


ais gj. d 
"än: Zem Tm <f à (0) 20) >) 2( za: 


| | | 
— (1j (6,8 (9, — 216800, (0), () > at. 


Y JF) < 


gal to 


Folosind (99), din (97) se obţine (75) şi demonstraţia se încheie. 
Observajia 4. Dacă in problema P, lipsesc restricțiile de fază g;(x(t))-+ 
+ 93'(E)< 0, iar ei (-) = 0 pentru toți ie{—m,...,k}, atunci P, capătă. 
aceeași formă cu problema P din capitolul anterior. Mai mult, din ipo- 
teza E, pentru P, rezultă ipoteza E dată pentru P. În această situaţie, 
condițiile necesare de ordinul al doilea conținute în teorema 1, devin con- 
dițiile necesare de ordinul al doilea pour. P date în teorema '2 911 (vezi. 
și observaţia 2.9.18). 


§ 5. CONDITIILE NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRUP, IN CAZUL. 
ÎN CARE DOMENIUL COMENZII ESTE O MULŢIME DESCHISĂ (PROBLEMA P) 


După cum am mai precizat, în cazul în care domeniul comenziii 
este o mulțime deschisă, atunci în obţinerea condiţiilor necesare se pot 
utiliza variațiile locale fa:% a mai transforma picblema. Este de înţeles, 
că rezultatele date pentiu P, în cazul în care domeniul ccmenzii este o 
mulțime arbitrară, rămîn adevărate şi cînd domeniul comenzii este o 
mulțime deschisă. Pe de altă parte, utilizind variațiile locale vom obţine: 
condiţiile necesare de ordinul al doilea sub o formă locală. 

. 1. Cu riscul de a ne iepeta, vom formula mai întîi piobkma de 
studiat. Se cere să se minimizeze ¢o(a(t,)) + 9. '(£) pe mulţimea perechi- 
lor (z( +), «(*))€A€ (ty &$ 5E") X Lo (ty, t4; E") gi pentiu te A”, care verifică 
următoarele condiţii 


(99) w(t) = H ( f (8, eil, u(8)) ds, telo h], unde [to 1] si 


T € E" sint fixate, 


202 Teoria generală a problemelor de extremum 


(100) u (f) € U, ant in telt ti], unde UCR este deschisă, 

(101) ej (v (5)) + ei (5) < 0, te( —m,...,—1),9i (2(5)) + pi (5) = 0, 

| ie (1,...,%), 

(102) 9j (x (t)) +g; (5) <0, pentru orice Zelt &], je(1,..., H 
Notám această problemă cu P;. Condiţiile generale asupra datelor 


problemei sînt aceleaşi ca şi la P, adică, funcțiile 9; :E"—H, e: R?—-R, 
f:Uot]lxExE-—E,.g:B— >R, g; : E'—, împreună cu derivatele de 


: 2 2 2 
ordinul al doilea LE TN Ph , O° gi „e er, Ze şi cu derivatele de or- 
da 0x? Om OF? 0? 


dinul al treilea = 9: sînt SES unde f = (f,.,..,f.). Pentru a putea 


formula ipotezele de lucru sînt necesare citeva definiţii, Fie (oi A E ) È) 
optimalá pentru P’,. 

Fiea = (ie (—m,. ..,—1) : et (2(5)) +97 (Z)=0} si fie h: [to Al E" 
4€ (0,1,. ..,k) Ua, absolut continue. E prin 


(103) à) = Zë (ay — Se = (2 97 e (9) (0 apit pe latul 


unde 7 (t, ai = f(t, v, & (t). i 
Fie 4,4, C Lo (to ti; E') definite prin 


(104) U' = tu: ) eLo (torti; R"): u(t)e U, te [to tl» 


105)92 =! u(-)eLa(t ti; E: euo Sh mg (t, € (0) € (t) > dt — 0, 


l 
pentru (e e U 11,5153 di 


Fie O(î) (n X n), telto til, matricea fundamentală de soluţii pen- 
tru sistemul 


(106) — = “Lo c ($) a, te [to ti], 


şi fie (4,5) = (t) -D-! (s), t, selta tı], unde ^! (s) este inversa matricei 
8). 
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_ Pentru fiecare ie{1,...,l}, fie G, GI C [%, t] multimiinehise date 
prin 


(107) G, = (te De 55] :gi (2 (0) + gi (£) = 0}, GY = (te [tot]: 


gi (@ (0) + g” (E) > — y), unde ye(0,1) este fixat arbitrar. 

Fie A = (ie(1, - - -,l) : G, este nevidá ). In tot ce urmează presupunem 
cá avem 
(108) multimea G, este formatá dintr-un numár finit de intervale gi de 


i 
puncte izolate, pentru îe4, iar i, t e UG, 
i=1 
. Tn continuare, fie 9’, 9 si Fo(y)CLa(ty, 4; E") definite prin 


(109) g’ = fu * jeLo (t 4; E): < ou (x (t), 
| y 9 oF, - , : 
(t, 8) s O € (8))u (s)ds > <0, pentru teG,, Ze A l 


ls 


sio | ul- eLa sa; R): < Zen, 


t : | 
\ 9 (t, 8) ži (8,2 (8)) u (s) ds > =0, pentru te, iedh; 
k 


G3 (y) = { ebe (ty hj R’): < cu (& (0) , 


Jy O (t, 8) 


zi (8, € (8)) u (8) ds >= 0, pentru teG1, ica] . 
Observatia 4. Avem éi = | "Ce Dello, h; R): SÉIS (4) 
æ 
2(&) > — 04 ea U(1,... E pentru (2 (+) wl: felt lains - 


= fu (ode Le (5 8): < E (8 (5), 2 (h) > = 0 


iea U {1,...,k},< Ge (&(t)), e(t) >=0, teG,, ie, pentru (x(-), ul eat] * 
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g' = fu (°) € Dw ty t: R):« s (€ (2), w(t) > < 0, teG;, icd, 


((2(*),*(*)) eM, unde MC A C (t,1,; R”) x L (to, ti; R) este dată prin 


da 
di 


= at ate i at) = 0) SF = aa + 


db 2I (t, & (t)) u (t) a.p.t. în te [to t] | 


Proprietatea I. Comanda di ( - ) are proprietatea I dacă avem Gr y) cU, U, 
peniru fiecare te [to bi], unde ü(- yt) = (veE': (t,u)e &(-), iar TE d 
este închiderea în măsură a lui ŭ(-) (vezi 0.14). 

Observaţia 6. Dacă U = R', atunci proprietatea I este in mod 
trivial satisfăcută de către orice 4 (-). Dacă U Æ Er, iar d (+) este continuă 
pe portiuni atunci, proprietatea I exprimă faptul că avem 4 (t +0), & (L—0) e 
€U, pentru fiecare te[ts; t], «nde ă (t + 0) (&(t — 0)) este limita la dreapta 
(la stînga) în punctul t. 


Ipoteza E,. Avem SZ Ø, vectorii e (%(t,)), îeaU (1,... El sînt 


d 
liniar independenţi şi ly —(9y, tea (1, ....,k), Y= ) < de (t), 
ty 


cL (t, 2 (0), & (0) u(t) 2 dt, pentru u(-) e 2' | = pa, 


Observatia 7. Fie SO. Presupunem că pentru fiecare a = (a, 
ica U (1,. . ., k)eR**l*l nenul, funcţia p(t) = Py i d (t), te Tas t1], unde 
l fEaU 11.....k : ui 


v;(°) sînt daţi în (103), îndeplineşte condiţiile 


oi 
e e 


măsură Lebesgue pozitivă ; 


T 
(t, sms d (0|,te[ts, t], este nenuld pe o mulţime de 


(b) avem uy (+) eG’, undeuy (t) = Ea 5,80) ) v (t) , te [to hl 


Atunci ipoleza E, este îndeplinită. 
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Demonstraţie. Fie CC R**l^ mulţimea convexă dată prin C = E = 


* tı 0 ~ "^ 
= (Yn Zeg U {1,..., EI yi =f < p(t), Lu, g (t), € (t)) w(t) > dt, 
to 
u(-:)e s : Vom demonstra prin absurd că avem C= R**l*l, Fie 04 R**lel, 


Atunci, va exista « e E**l'! nenul si o constantă ce astfel ca 


bh 
4; Yı < c, pentru orice y e C. Prin definiţia lui C,avem | < v (t), 
dean, El to 


A (t, č (t), & (t)) u (t) > dt < e, pentru orice «(-) e2', unde 9 (:) = 
"m 


ser $, a Y (+). 


Geo, E ) 
. PT : 0f " K T 
Mai departe, fie uy(-)eY’ dată prin uy (t) = E (t, 2 (t), déi d (t), 
t e [to t]. Prin definiţie, avem « w(: Je”, pentru EE e 


(E Zu sean vol 
Eé (i, sm, am! Amt ) fat = 
to 


= 90,70 şi prin urmare, avem «ad, « c, « 2 0, ceea ce este imposibil. 
Astfel, in mod necesar avem 0 = Kitle gi demonstratia este inchoate: 


Pentru fiecare te H A fie A,C A datá prin 


. Alegem 


mu 
w()- aug) si obținem «v t & e, pentru 


bo 


orice « > 0. Prin ipoteză (vezi (a)) avem f 


(110) A, = ficA: teG. 
Ipoteza pp». | | 
(a) vectorii CS (GIG, teaU{1,..., k}, sînt liniar independenţi. 
x 
(B) 1) pentru fiecare Vi: [ty, ti] > RB", unde d (t) = H o, Yi (0), 
veel, .... k) 
ae Rila, «+0, iar d;(*) sînt date în (103), avem 


le KO & (t), ») len te [to ti], (t, uv)e&(-) ) 


* Dacá ipoteza E? este îndeplinită GE este îndeplinită ipoteza E; 


206 Teoria generalá a problemelor de extremum 


2) pentru fiecare Y: [tu T] > R” soluţie nenulă a sistemului 

08i ,- ô T 

biede X « 28 a (1), — = (FF aM) A, te Iri th unde 
ei dm dt On 


[75 te] C [fo tal; Ta eU, G, «c Ru, «4:0, sînt alese arbitrar, avem 


ðf « T | PER 
(E (t, (2), d dE pentru orice (t, u)e&(-), ter Ta]; 
(v) vectorii Ee (t, 2 (0), u), $ € A,, sint liniar independenţi, pentru fiecare 
4L 
Pe " , d 4 
(t, left) (vezi 0.14), unde pi (t, a u) = < ZË (a), flt, a, u) >. 


Se pune întrebarea, ce concluzii semnificative se pot trage din faptul 
că ipoteza E? este îndeplinită. În acest sens, este necesară următoarea 
lemă 

Lema 4. Fie (2(*), 4(-)) eAC (to, t5 E") x Le (t, t; R') fixată. Pie 
Di [tt] XR" x R'>R, te {1, +++, m) (m <r) continue $n variabilele t, v, w 
și cu derivatele parțiale de ordinul întîi în variabilele x, u continue. Pen- 
tru fiecare (t, u) eëi presupunem, că vectorii SE: (i, $ (0), u), te (1,..., m), 


sînt liniar independenţi. Fie matricele A (t) (n xn), B (t) (n xr), U(t) (rx1), 
K (t) (m x r) cu elementele din Lo (to, th; E). Atunci pentru fiecare 
h(+)€ Lo (to; bi E") există u(*) e Lo (to ti; E") $$ e(-)e AC (ty, 5; R^) 


astfel ca: u(t) = (t) + E(t) h(t), e(t) = zu Pi (à GI, GO a(t) + 


+ Pe (t, am, am HY Ai C AW 20 + BY wld, apt în 
[to tu], unde v, e R” este fixat arbitrar. | 

(Demonstrația se găseşte la sfîrşitul capitolului). 

Fie D(G,, R) spaţiul funcţiilor reale definite pe mulțimea G, absolut 
continue cu derivată mărginită, 

Lema 5. Fie (2(*), &(- LÉI optimală peniru P, gi fie (108) tndepli- 


D 


"itd. Pie ipoteza Ep îndeplinită. Atunci, avem 
ho fo 
(B’) (y = (Yy iea U (1,..., 5): y= ) < y (t) Ju (4 & (t), 
lo 


ü(t)) u(t) > dt, u(-)e 9) = RI 


(Y) (mC)9(Q (C), Ze A): m) =< "e Gm, 
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L en, s) L of ` (s, Sie, (8) ws) ds >, wie De (fy 4; EI = 


= II 4D (Ga KE). 


Demonstraţie. Din (108) avem că t; = min min ¢ gi ti = max max t 
EA (eai [IP (eg 


verifică, to < în <i şi to <ti <t. La început, vom arăta că se indepli- 
negte (f’). Ín acest scop, notám cu H multimea din membrul drept al 
lui (8^). Prin definiţie H este un subspatiu liniar in R**!el, Fie, prin SECH 
H + E**V, Atunci, va exista un vector oe Bt, o = (a, feat) D, . By) 
nenul astfel ca să avem 


(111) | Yi ay; = 0, pentru orice y eH. 


Cu alte cuvinte, alegind u(t) = 0, te Da EL avem 


(112) » < te t (t, x(t), &(t)) u(t) > dt = 0, pentru orice u(-)e 
ü 
€ Leo (ist; E), ius he (t) = eeu. Ee V; (0), te (tr, tı], iar d, (*) sint 


defini in 103. Alegem u(t) = De Än zm, am) $(), te [i t] şi din 
f 


a2) deducem că vem V (EZ t, 2 (1), a) vo dt = 0. 


Prin urmare, obtinem. 
T 
(113) ( cE (6, 80, am Am —0 sat, pe (ip ti 


unde 4,(é), = T p(t), Lal. 
© deift, H 


Ceea ce contrazice condiţia (B) a ipotezei Ep. Prin urmare, 
H = R*+" şi am demonstrat (6'). | 


Prin ipoteză, mulțimile G,, se A, verifică (108). Prin urmare, mulți- 
mea H G, este compusă din intervale închise disjuncte două cite două şi 
EA 


din punete izolate, toate in numár finit. Prin ae avem U G C [bt]. 
EA 
Fie Ze H G, un interval, C € I, si fie [fo 71] = 
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Fie m(-)e II D(G,, R) aleasă arbitrar. Pentru a verifica condiţia, 
ica A l 
(ri) este suficient a arăta că există gel - le Lal to, BR’) astfel ca să avem 


au) «Sap, ens 01 (e Sie ate) uola) de >= m (D, 


pentru ie Aq (vezi (110)) şi că există jl: Je La (T. d; RE") astfel 
ea sá avem 


ma — ay, (t s) 2. (s, à(s), éi all ds >= my 
pentru x şi pentru toţi d = [75 ZA. 


Pentru a verifica (114) este suficient a arăta că avem 


(116) Rl = (y = (y ie Ag): Y = < E (2(%)) 
eh A _ E 
K (3, 2) L (e, (9), ie w(s) ds > 


pentru ai: Ve fe (t, t 3 R')) EH, unde A: = numărul indicilor din Ag. 
Prin den e H, este un spaţiu liniar din Ri. Dacă prin absurd, avem 
H, + Rl d. atunci există un vector « = (a, ieAz)e RI 4t ! nenul astfel ca 
să, avem 


(117) Y, ay; = 0 pentru orice y e Ho. 


Var $ 


Mai departe, din definiţia lui H, g folosind (117) avem 


(118) f < Dp er "i c(t), 4 (t)) u(t) at =0, pentru orice u(-) € Lao (to, 
p unde TY = Y edt te[t t5], iar QC» ie Au sint defi- 


iE ai 
nite prin 


(119) Fults) = E SL ye th -G f (t, sn, am! Tilt), te De CL 
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Mai departe, din (118), alegind w(t) = P (t, Z(t), 4 (0) Tam, 
te [to t] obţinem | 


| af Be 
(120) M Eé (t, 20), aal v6 dt = 0. 
Prin urmare, avem 
(121) Ip Un zm. ml du — 0, a.p.t. în te [ty t]. 


Mai departe vom arăta că d(t)-5:0, te [toy GL 
Ín acest sens, vom verifica cá avem 


(122) V) 5: 0. 


ue prin absurd, ¢ (tj) = 0. Din ipoteza E, (vezi (y)), deducem cá. 
vectorii as (2(î0), e As, sint liniar independenţi si prin urmare din. 
x | | 
(t5) 2 y; a 99 (a (t) = 0 
ie4, E 
rezultá cá avem 
(123) B a —0, ie Aq, 


contrazicîndu-se — lui « de a fi nenul. 
Deoarece y (:), verifică sistemul liniar 


8 _(F & auf, , 
(124) y= (e gc Am, te [toy #2), 


din ( (15) #0, rezultă cá avem 
(125) p(t) =£ 0, pentru orice te [to t]. 
În continuare, din (125) si (121) se obţine contradietia cu (8) 


(vezi ipoteza E) si (116) a fost demonstrată. 
Deoarece U G, este formată numai din intervale şi puncte izolate. 


(vezi (108)) rezuliă că va exista un interval Y = Da Fol C [tos au la stinga. 
lui [To Îi] astfel ca Ï e A Gi. 


14 — c. 894 
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Pentru a demonstra, (115) este suficient a arăta că există ui (-)e 
E Lo (lo h; R’) şiu'(*)e Lo (Fo) 713 R’) astfel ca următoarele condiţii 
să fie îndeplinite. 


(126) < ema, (eu 9 2L (e, 36 ate) ui (0) ds >= m9 eier 
æ Di dat 
(127) -<7 DI S 9 (t, 5) 7- (s, (8), (9) w (8) de> = — m, 


i € A,, apt. în te[T,, Til. 


Alegem 4'(:)e La (fo; to; El astfel ca să avem 


(128) 4 "Li “(j= 0, te [tos to] m 
ui (t), te [to Fo], unde u; ( * ) este cea care verifică (126). 


Prin definiţie, avem 
Eege, OP su xe bros - Ayr dă 
(129) < Ceman) 9 (Fos Na (5 20) 20) 20 dt> = mF), ie45. 
by 


Astfel, dacă (126) si (127) sint îndeplinite atunci va exista 4'(-)e La (to, 
Za? R’) gi «"(-)eLse(t,, t15 R’) astfel ca (129) si (127) să fie îndeplinite, 
fără a influența cu ceva funcțiile u( +) care verifică condiții asemănătoare 
lui (129) sau (127) pe intervalele si pentru punctele din H G, care se 


găsesc înaintea lui Da CL 
Condiţia (126) se verifică folosind aceeași cale ca în demonstrarea 
lui (114). Mai departe, derivind, din (127) deducem 


(130) AP t &(t), &()) em LE P, arm, au -= (i 
dei, a.p.t. în ee icti 


unde z"(*)eAC (t, ti; E"), verifică ecuaţiile 


| dq, - - SC AP 
(131) < 26 (E (bods e" (To) > = m, (To), ie Ary 


= fu (9) em + Zu 300) ui, apt. în te [Top 71]. 


de 27 
di Ou 
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iar p este dat prin 
9 Li 
(132) pilt, au) = « P (a), fit, a, u) > 


Mai departe, folosind (108), deducem cá [tp t,] se poate împărţi 
într-un număr finit de subintervale 1, astfel ca pe fiecare subinterval 
I, mulţimea de indici (i; ieA,), tel, să fie aceeaşi. 


În continuare, prin ipoteză (vezi Gei) avem că vectorii “Pt i (titan, 


ieA,, sint liniar independenţi pentru fiecare (t, 4) eă(-), dÉ "a 

Astfel, pe fiecare interval Ï, folosind (130) şi (131), deducem cá. 
sîntem în condiţiile lemei 4. 

Mai departe, aplicînd lema 4 de un număr de ori egal cu numărul 
intervalelor obţinem că sistemele (130) si (131) au soluţie in ui(°) gi 

41 (7), iar verificarea, condiţiilor (126) si (127) este încheiată si odată cu 
EE se încheie demonstraţia. 

2. În continuare, vom da două teoreme relativ la condiţiile necesare: 
pentru Pj. 

TEOREMA 2. Fie (Li °), &( -), D optimală pentru P; gi fie (108) înde- 
plinitd. Fie ipoteza E, gi proprietatea I îndeplinite. "Pie y € (0,1) fixat 
arbitrar. Atunci, pentru fiecare GU ")EUoN Foly) (vezi (105) și (109)) există 
«FER, vi "Tea ti]->[0,00) descrescătoare, continuă la ie vF(é,) = 0, 
astfel ca să avem 


(133) = H(t), ëm = 0, a.p.t. in telt 4), 


| i 
(H? (txu) = < Y (t), fii z, u) — A vi (0 pt, c, u), pilt, a, u) = 


— P5 (a), f(t, s, u>) 


200 (7 + bi «a? 


Tm “(H+ X E Se iz) = 0, 


sé 
(134) NEL E o, sch (so + x wo FB ao) Jae) + 


+ <an E (tlt), 2001 æt) > 


SC E = 
+ <O 9)» HD) HH >| >o 
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-unde 2(-) verifică 


(35 tt) = 0, = = En 34) sm Dn 5(t))a(t), 


ant, în [to 4]; af gi vk (+) verifică 


(136) of 20, «f (enn + e (0) — 0,46 ( —m,..., — 1}, (+) este 


constantă pe fiecare interval care nu intersectează mulţimea G, (vezi (107)), 
‘tar An: [to dm R^, Sv Da t] — (R", E") absolut continuă verifică 


u d r E 7 
(137) dem) = PLE Y d Hi (4), — 2s 


i= -m 


; dich i e v (em + 


+ y am 2 æ (t), & (t), 


Ze? 


8697 (+ > $ delen, — ^ (Tu, ao) 8 S (1) + 
E 20 


+ 8% (L oF (t, à (t) T &(), &(0) apt. pe [ty Al 


În demonstrarea teoremei 3 este necesară şi următoarea propoziţie 


PROPOZIȚIA 3. Pie (2(-), @(- LE) admis pentru P). Fie condifia 
(108) şi ipoteza Ej? îndeplinite. Pie (2(*), î(:)) € AC (to; ti; R") x 4,(19,) 
care verifică (135). 


Atunci există (zy ( . ), by (- )) € AC (los ti); ROX (Y, NZ; Al care veri- 
fică (135), ye (0,1), astfel ca lim |Z, (t) —z,(t)| = 0, uniform int € fie 


um (" | 4, (t) — &(t)| dt = 0, și a,(-), Y € (0,1), verifică KARIES? 
to 


y € (0,1), unde k>0 este fixată. 
(Demonstrația se găseşte la sfîrşitul capitolului.) 


TEOREMA 3. Fie (2(-), GI: » Di oplimala pentru P, şi fie (108) 
îndeplinită. Fie proprietatea I $i ipoteza E îndeplinite. Atunci există 
constantele a, și v: [to ti] — [0, co) descrescătoare, continuă la dreapta 
v, (S) = 0, astfel ca să avem 


(139) H (t, z (t), &(9)) E H (t, x(t), u), a.p.t. in [to ti] 
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(s (tau) =< (t), f (0), LU) > + X v (t) 95 (t, @, u), p; (t 25 u) = 


ôg; A Ze . (£ gi" f = 
< SÉ (a), f(t SE CH PEE 2-4 yw s(t) Se =o, 


(140) $ (ao (T PF o, iy) iu (t) + X » VE Zu mim — 91, 


m HEITE EE d (t, 20), &(), 20 >} dt > 0 


pentru orice (2(*), î(:))e AC (to t1; E^) x (4r, DS) care verifică 

(141) SIN = 0, K SÉ Gm sm + d (t, 2 (0) & (0), 2. p.t. pe De t], 
unde o, v (+) verifică 

(142) az 0, e (oi (2(5)) Le i’ (8) = 0, ie{— m,. — 1}, vw (;) este 


constantá pe fiecare interval care nu intersectează multimea G, (vezi 
(107), iar d: [t,t] E^, 8: [to t1] 5 Z (E^, RB") absolut continue verifică 


(143) yu) = a; (s. GI d (50, — E = (5 e à b(t) + 
igo 


EN X Va (t) Bi, & (t), & (0), S(t) = = Ze + X Ci d (2 (t;))), _ as = 


-(s Sie ac) S(t) +84 di (, à) +22 qs em, a) apt pe 
ON 


Pentru demonstrarea teoremelor 2 şi 3 sînt necesare cîteva leme 
(vezi lemele 6, 7, 8, şi 9). 


Mai intii facem cîteva notații. Fie X spaţiul Banach dat prin 
X = AC (ty, i; R") X Lo (to t, ; E") x E"? şi fie 2: ee t,; E) 
definit prin 


(148) 2 (2 (*), u(:)5) (t) (t) — ze St f(s, ziel, w(s)) ds, tel t] 
le 
Fie 9: X > R* definită prin 


(146) elei «(-5 E) =(P (w(t) + Ol (Edy eee y eieiei (E). 
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Fie Y spaţiul Banach dat prin Y = RF x AC (t, h; E")gi fie 
T: X —>Y dat prin 


(147) T(z(*), w«(-,E) —(e(z(:), u(-)E), 2 (z(*), «(*), 5). Fie 

y € (0,1) fixat şi fie Z, spaţiul Banach dat prin Zy = zit) AU (TT € (G7 , R)) 
EA 

gi fie Q, CZ, conul convex deschis dat prin Q, = Q! x Of, unde 


(148) OFC Riel +1, QI = (y = (y;, i € a U {0}) : y; <0}, iar OF C TTO(G], E), 
= (e(*) = (6 (:), je A): max c (t) < 0}. 
tec} 
Fie D: X — Z, dată prin © = (0j) iea U {0}, $,, je A), unde 
d, EK: X — 0(G, R) sînt date prin 
(149) Giel, «(-),5) = pola (i) + e» (E) — Epil (5) + 9v (E), 
9$, (z(*), (+), E) = pi (@(4)) + oi’ (E), dea, gi 6, (2(:), u(:), 90 = 
= g; (æ (t) + gj' (EI pentru SE jeA. 


Ipoteza SI", Vectorii 2 2 (3 (5), ?€ (1, ..., k} sint liniar indepen- 


denji şi avem (y = (yu .- be y= t <fi Oh E 245 & (t)) u (t) > dt, unde 
u(:)€ La (ly, tn; R} = R*, unde y, (+ ) este 2 finită în (103). 


LEMA 6. Fie a, = (2(*), @(-), EI optimal pentru P; şi fie ipoteza 
E, îndeplinită. Atunci dT (x,5-): X — Y este surjectie. 
Demonstraţie. Prin definiţie avem d (v, ;(a( -),u( -)),0) 25d ele, *(-), 
u(*), 0), d2(z,; z(:), v(*),0) unde 98i 2 sînt definite in (145) gi (146). 
Mai put folosind teorema a.8, avem d 2 (2,5 2(*), wv(-),0) (t) — 
= ot) -f E Î (s 300) sid +28 (s, Si ete as, te tn 4] și prin 
to 


urmare, pentru orice h (-) e AC i. i ; R”) deducem că există z, ( -) e AC (ts, 
tı; R^) astfel ca d 2 (2,5 $,(*), 0,0) = A(-). 

Deci, avem egalitatea AC (to, 1, ; R") —(d2 (z,52(*),0,0) :2(-) € AC 
(tos 1, ; RI, Deoarece orice (2(-), v(-) eker d2 (z,;- ) verificá sistemul 
de ecuaţii x (to) = 0, - - si (t, 2 (t)) o (t) + Y (t, &(t)) w(t) a.p.t. pe 

u 
[to ti], folosind formula de calcul a variației lui J, (vezi $ 2 din cap. II), 


(*) Ipoteza Er este mai slabă decit E", prin aceea cá tn E'; avem G’ = Lo (to t5; 
Rf), iar a nu apare 
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rezultă că ipoteza £j exprimá faptul că avem egalitatea R* = {y = 
00; 
—(9)s.. Yu)? IS äs "AG (5) £(5) >, (@ (*),u(-)) € ker dD (2, 5° )}. 


Prin urmare, fonda. definiţia lui o (vezi (146)) rezultă că avem R* = 
= (de(z,; ei Lk u(+), 0): (z(*), u (+), 0) Eker d@ (a,; -)). 

Fie (B, h(-)) e Y ales arbitrar. Ştim că există æ (°) € AC (to t3; E") 
astfel ca d 2 (z,; a, (:), 0,0 = h(*)giexist& (z,(*), v,(*)) ekerd 2(o,; -) 
astfel ca do (z,; Lal), ua(:), 0) = B — do (z,; v,(*), 0,0). În sfirgit, 
alegem z(*) = 4 (+) + za(:), ailes "ug (*) gi obţinem (do (z,; (°), 
u(+),0), dD (2; x(*),«(*), 0)) = (B, h (*)) demonstrația este încheiată. 

LEMA 7. Fie (2 (-), &(*), 2) optimală pentru Pj gi fie proprietatea I 


ees Fie ipoteza Ñy îndeplinită. Atunci ($(-), &(- )s £) este (0, 
T, Oy) extremal de gradul al doilea pentru P; (Oy este originea din Y), 
pentru fiecare e (0,1) fixat. 


SE Prin definiţie avem O (2(-), $(-),£) = 0, şi T (2(*), 


ül) È) = 
Fie Si. {weX: dO (z,; e) EQ,, AT (x, ; x) = Oy}, unde am notat 
æ, — (2(*), 6(*), Z). Pentru a demonstra lema este suficient a arăta 


că mulțimea {xe X : 40 (a; ; 2) +> a (z,;2, 2)€Q,, dT (a; 2) + 


+ E d? T(x, ; 2, 2) = Oy) este vidă pentru orice 2 e H, (vezi definiţia 1.1.4). 


Prin conditiile impuse asupra datelor problemei Pj si folosind teo- 


remele a.7 şi 2.8 avem cá O gi T sint continuu diferentiabile Fréchet 
în æ, de ordinul al doilea. 


Demonstrația lemei o facem prin absurd. Fie z* e H. si a* e X astfel 
ca să avem 


(150) do (2,; 2%) + le 0$ (2z,; 2*, 2*) = w*, unde o* eQ, este fixat, 


(151) AT (a, ; 2%) +> defi 2%, 2*) = 


Deoarece dO (z,;-*) este continuă, din (150) deducem cá existá o 
vecinătate închisă V C X a originii astfel ca să avem 


(152) d$ (z,; zë + x) + I d? ® (2, 28, DÉI < art pentru orice v eV, 


unde ,<” este relaţia de ordine determinată in Zs de conul convex Qs 
(vezi definiția 0.3). 
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Mai departe, deoarece T (z,) = Oy, folosind lema 1.1.1 pentru s(e) = 
= Ve 2*, avem 
(183) T (a, + Test cat + 2) = e|aT (a; 20) + 5 a0 (0,5 2*0) 
+d7(z,; £) + m (e; J , pentru e e (0,1), ve V, unde lim [| (s, æ) {| = 0, 


uniform în eF, si || (e, 8”) — h (£, x’) || < a (£) ||2’’—a||, pentru 
orice %', æ” e V, unde Dm « (e) = 0. 
i £20 


Notám L(x) = dT (x,; x). Folosind lema 6 avem cá L: X > Y este 


surjectie şi folosind (153) deducem că sînt îndeplinite condiţiile lemei 
1.6.3 pentru ecuaţia 


(154) dT (2,5 zx) + «(e 2) = Oy, e€c(0,l),zeV. 


Prin urmare, va exista €,, € (0, 1) astfel ca pentru fiecare c e (0, €) 


există a, eV cu proprietatea 


(155) d'De: 2) + m (E; 2), = Oy, e € (0, &). 


Folosind (155) si (151), din (153) deducem cá avem 


(156) T (2, + Ve z* + e(a* + 2) = Oy, €E (0, č). 


Mai departe, folosind lema 1.1.1 şi O (2) < 0,, , deducem 
(157) (a, + l'a z* + e(z* + alle «| dota; + a) T a O (2 


£*, 2%) + na (s) |, pentru eet, č), unde lim || y2(¢)|| = 0, iar ,, " 
£0 ` 


este relația de ordine din Z, determinată de Q,. 
Folosind (152), din (157) obținem 


(158) dis, + VE z* + c(a* Jm) & e n o* + «(s) < cof, unde 


ea. 
O, 


* 
@ e $e xx sé Bot me a e D 
Er pentru orice e e (0,5), iar €, e (0, č) este ales suficient de mic. 


Deoarece o* e Q,, prin definiţia lui Q, avem că există 3, > 0 tfe E, 
tea (0), c*(-)e0C(GY, R), je A, astfel ca 


* : 
(159) T (i, ¿eaU {0}, e (+), je 4), t < —3, d (0«—3, te. 
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Notám Ve + e(z* + 2) = (85 (+), 9$ 0) 88) (6 4€ (ty ti; E") X Le (tos 
i; R’)x R?). 
„Folosind (158) gi (159), din definiţia lui ® deducem 


(160) = (945 (4) (45) + 9 (E + sE) — ai UI — 9 (2) < — 


e So <0, e e (0, £5); 


(161) = (ei (@(t) + 85 (t)) + pi (E + 9%)) < — 8, ce(0, č), tea, 


(162) Lg (& (£) + sz (0)) + gi (E + 82)) < — 8, sei, č), teG7, jeA. 
Din (156) si din definiţia lui T (vezi (147) obţinem 
(163) 2 (à ")+ (+), 960) ts C) E +8) — 0, IC (41) + $2(5)) id 
+ "E T 8) = 0, 
pentru i e(1,..., k],ce(0, € 
Din definiţia multimii hi (vezi (107)) rezultá cá va exista o con- 


stantă 5, — 0 astfel ca să avem 


(164) gj (@(t)) +2) -- gi (E + &) « 0, pentru te [to ING si pentru 
orice 2€ 8, ebe, 


unde H.C E", S; C ER? sint sfere de centre originea si de rază y, 
Deoarece lim SI) = 0, uniform in £e [t t], și lim se = 0, rezultă 
e->0 
că va exista £,c(0,£,) astfel ca sz (f) e S, gi se e Se pentru orice te [ta ti] 
şi orice eet, č); obținem 


(165) gj (2 (t) + 83(t)) +9)’ (E + 8) < 0, pentru orice te [ta (GI şi 


orice ce(0, &), j e A. 
Din (162) si (165) deducem 


(166) g; (&(t) + 98 (0) + 9” (E + t) <0, pentru orice (ele Die &]X 
X (0, &), je A. 
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Prin definiţie, avem q;(2(4))-- 9; (£) <0 pentru ie{—m,...,—1}\@ 
şi g; (2 (t) + gj (E) <0 pentru orice te [t, 4] si je{1,..., DNA. 

Va exista o vecinătate 7, x V; a lui (2(- ,£) in AC(t, t; E") x R? 
astfel ca să avem 


(167) sie + (5) <0, g;(2(0) + gi (5) <0, telts t], pentru 
orice te { —m, ...,— 1) Na, je {1,...,J}\A si orice (oi: Lief, Pe. 


Deoarece m 8g = 0 şi lim 8z (t) = 0 uniform în £e [t,, ¢,], folosind 


(167) avem i S 3 " 
(168) pil (h) +85 (4)) + pi (E +82) «0, g3 (@(t) + ez(0)) +93 (E +8) <0 


pentru orice te fie t], 2e( —0,..., —1}\a, jeí1,...,]] VA, Seit, &), 
unde £, e (0, €,) este suficient de mic. 
Mai departe, prin ipoteză (vezi proprietatea I) va exista SCR’ o 


sferă de centru originea astfel ca 4 ( - ) (t) + SC U, pentru orice te [ty t} 
şi folosind propoziţia al avem a(t) + SCU a.p.t. în te [to t,]. Deoarece 
lim si = 0 uniform in te [tọ t], rezultă că există č, e (0,2) astfel ca 


2-0 

&(t) + s&(t) e U a.p.t. pe [to ti], pentru orice e ¢(0,é,). Mai departe, folosind 
(161), (163), (166) si (168) pentru ce(0,£,), deducem că (2(-) 4- s$(-), 
dă (-) + 8i(-), Z + 8) este admisă pentru P;, pentru fiecare e e (0, &). 
În sfirgit, din (160) se obţine contradictia cu proprietates de optimalitate 
a lui (2(*), @(-), E) gi demonstraţia se încheie. 

LEMA 8. Fie (2(*), d(:), £) optimală pentru P; $i fie proprietatea I 
îndeplinită. Pie ipoteza E, îndeplinită. Pie y¢(0,1) fixat arbitrar. Atunci 
pentru fiecare GI -)e Yo 9%o(y) există af e R, vy Dan t,](a,0o,) descrescd- 
toare, continuă la dreapta, vii (t) =0, uie (AC(L,, t, ;R"))* astfel ca să avem 


E e 996 EP 893 |= ü 
Gei Y, a< SE (8 (8), at) > o STEI, 20) > dF(f) + 


jal Jt 
+ p4 (dD (2(:59()52()&»o0)) 29, 
pentru orice (z(*), ai: ue AC(t,, h E") x Lolto ti; RB’), 
S agÓ9 (gy en 28 ven 
X UTE — Yu 0-9 


ie-m E j=1 
(170) aj = 1, af > 0, sie + e (£)) = 0, ie(—m,..., — 1, vF (+) 


este constantă pe fiecare interval car nu intersectează mulţimea G, (vezi 
(107)), 


Cap. Ill, Sisteme de control optimal 219 


< 2°95 
On? 


(x(t) Z(t), 


am x de FE aw) at), 26) » — X [^ 


a(t) > dv (t) + "(dD (2(), U); a)y u(t) 20), (0) 2 0, 

unde 2 (*)verificá 2 (t) = 0, ET = oF (t, Gu at) + 234 æ (t) ati) 
dt 0c du 
a.p.t. pe [to til. 
Demonstrație. Prin ipoteză, sint îndeplinite ipoteza ` Ë; (vezi Ej) 

$i proprietatea I. Din lema 7 rezultá cá v, =(2 (° b&l), E) este (0, Q; 
T, Oy) extremal de gradul al doilea, unde T, Q, şi O sint definite 
(145), (148) si (149). Folosind lema 6 avem că sint îndeplinite Geet 
teoremei 1.1.3 şi prin urmare, pentru fiecare 2 = (Z(-), 4(-),0) astfel ca 
dia, 2) = 05, dT(2,;2) = Oy (vezi H,, din teorema 1.1.3) rezultă că 
există A8 e OF (vezi 0.4) şi v? e Y* astfel ca să avem 


(172) X (40(z,; eu + vă (d T(z,, ol = 0, pentru orice xe X, 
(173) [22 || 0, 25 (O(a) = 0, 
(174) . X (d?0(z,; 2, 2)) + v* (dT (a, 2, 2) > 


Prin definitie, există constantele «7, ieaU(0), si 232 e (C(G}, R))*, 
$c A astfel ca să avem 


(175) y «^Y III 259, oF SO, 320, X (6((2)) = 0. 
(est ed 


Mai departe, folosind teorema 3.10, deducem că există vj :[t, 4] 
—[0, ex) descrescătoare, v7(t,) = 0, vi - ) continuă la dreapta, astfel ca 


(176) AF (0(:)) = f c (t) dv? (t), pentru orice e(*)&O€ (t, t; R) vF(-) 
| ho 


constantă pe orice interval care nu intilneste mulțimea G, şi || 3F || = 
= vf (t), je. 

În continuare, deoarece avem Y = RX AC(t, t; R”) din v e Y* 
deducem că există constantele o7, ie(1,.. 5), gl p7 e(AO(f, t; R"))* 
astfel ca să avem 


(177) BR = (of,..., of, pă). 


220 Teoria generalá a problemelor de extremum 


Mai departe, folosind definiţia lui T (vezi (147) şi a lui O (vezi 
(149)), din (172), (175) şi (174) deducem 


(178) Y de ZC (ate) z(t) > — >, L- < SB (3 (0), a) > CE 


icaU(0) 
k _ @o _ e ; 
+ Ee De (ăla) > + w*( 2 (1,5 2(-), 4(+)) = 0, pentru orice 
i=l 


(z(*) (+))EAC(ty, ti; R") X Lo (toy t; E) 


295g) + X da @) + Y, se Aq) = 0, 
eva 0&6 i1 dE 


(179) WË < ZZ (5)) @ (5), #(4) > — 


ieaU(0) 


ele se Si (ao) 0,80) > d) + Y, et < FE G9) (8), > + 


2 


Tw (422 (z;c(:)9(:); 2(-), «((0 >O, 
unde 2 = (@(-), 4(-), 0), iar (z(-), &(-)) verifică 
(180) < — ES (GIG, & (4) >=0, teal {0}, < — Ge (2 (0), 2 (t) > 


> —0, pentru Zeie A (vezi dO (z,; 3) = Daa si Z(t) = 0, = = 


= Da ate) a+ Le, à) a ap.t. pe Do th < ĈE (3), Bl) > = 


= 0 pentru ie (1,..X) (vezi dT(z,; z) = " 


În continuare, vom arăta cá se poate alege o$ = 1. Pentru aceasta 
este suficient a arăta că avem aş 0, de unde împărțind prin el în (175) 
şi (176) se obţine concluzia dorită. 


Din (175) avem ag > 0. Fie, prin absurd, a3= 0. Atunci, folosind 
ipoteza E, si observaţia 4 din (178) avem 


e 99i, E h 995 ,- 
(181) Eo 4 EO D> y |; < 22 (8(0, ei 


î€EaU(1...,k) 


> det) z 0, pentru orice (2(*), u(:)) e AC(t, ti; R")xg' care verifică, 
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a829) a(t) = 0, ELT Zo, a) w(t) + A o£, am w(t, 


a.p.t. pe [to t] (vezi (z(*), u(:))eker d2 (z,;-)). 
Mai departe, folosind din nou ipoteza Æ; din (181) si (182) deducem 


(183) y; ay, > 0, pentru orice y e Kr 
4€aU(l..,k} . 


gi astfel am obținut 
(184) af = 0, pentru ieaU{1,..., k}. 


Mai departe, folosind (184) si ipoteza E, (vezi $'-- Ø), pentru 
u,(-)e%', din (181) obținem 


n ôg- : : 
(185) 0 = — a «795 (300, z,(), dv (t) —3, y, ¥lto), unde 
j^, 02 3E4 


— 3 « 0 este definit prin — 3, = mar (mar c C (t) æ, (0) — ), iar 
te 
GI: verifică (182) corespunzător lui 4, ( * ). 
Deoarece vj(fj) > 0, vil = 0 şi v7(-) este descrescătoare, din (185) 
deducem 


(186) véi = 0, te [to ti], pentru orice je A. 


Mai departe, folosind (184), (186) şi «3 = 0, din (176) (vezi||23]| = v$(fg): 
se obţine contradictia cu (175) şi prin urmare am demonstrat cá avem: 


(187) aj — 1. 


În continuare, din (187) deducem că pentru orice (z(*), 4(*)) care 


verifică (180) abstracţie făcînd de < ČR out Z(4) > = 0, din 


(178) avem si < ES (2 (t,), 2 (t)>=0. 


222 Teoria generalá a problemelor de extremum 


Folosind observaţia 4, deducem că (178) şi (179) sînt îndeplinite 
pentru (2 (-), 4 (-)) care verifică 


(188) u(*)e4s N Fo (Y), (£(:), vw (-)) ekerd2 (z,;:). 


Din (3 (+ ), 4 (-)) e kerd2(z,;: ), pentru (-)fixat, rezultă z (> ) în 
mod unic şi de aceea dependenţa lui «;, v, (°) dez este în fapt o depen- 
denţă numai de (: ). 

În continuare, alegem of = 0, 4 e{—m,..., —1] No, vă (t)=0, te [ty 
4] je (1, ..., 1] X A. Cu aceste precizări (178), (179) gi (187) reprezintă 
concluziile dorite şi demonstrația se încheie. 

LEMA 9. Fie (&(-), &( E) optimal pentru P,. Dacă este îndepli- 
mită ipoteza Ep atunci este îndeplinită ipoteza E, (vezi P,) pentru P; 

(Demonstrația se găseşte la sfîrșitul capitolului). 

3. Vom da demonstrațiile teoremelor 2 şi 3. 


Demonstrația teoremei 2 


Prin ipoteză sînt îndeplinite „condiţiile lemei 8. Prin urmare, pen- 
tru fiecare % ( - JeMNGoly) există a? eR, vy :[to, t,]-»[0, 00) descrescătoare, 
vă (t) —058i pe A Otto t, ; R*))* astfel ca (169), (170) şi (171) să fie inde- 


plinite (vezi lema 8). Inmultim cu constanta — în (171) şiapoi adunám 


membru eu membru pe (169) cu (171). Obtinem că pentru fiecare 4 (-)e 
UNI (Y) există ate, v¥ : [to ti] > [0, oo) descrescătoare, continuă la 
dreapta, vă (t) = 0, şi ui e(A C(t, tu: R"))* astfel ca să avem 


S Porch a 
mg — Y «LS (HY), 2(4) >- X (‘<4 DR (Gm 


sta —m 


s (t) >d vj (t) =0, 


Y ait, ? E > vi (t) A 


= 0, pentru orice 
Zen -m it 


(2 (-), ai: Hued OG t; R”) x Lo (to, bi; E") care verifică 
(190) 2 (t) = 0 oF (t, 20) w(t) + di T (t, mm w(t), apt, inteli th] 


(vezi (x (:), u(*)) ekerd2 (z(*), d(:);)) 
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E te) 2 (8,26) >+< SEE (8 6), o, (8) >] 
x Ow 


m. UL SE ten, em SE 1 


a, (t) >|aF () > 0, 
unde (2(+), %(+)) verifică (189), v, (+) verifică 
(192) Ram Aere: Aën 9G) C) 2C); 
u(-)2(:-),u(*)) =0,iar x? , v¥(-) indeplinesc 


(193) af = 1, oF D0, oF (et (2(5))-- 07 (2) 0, £e (——m , ... ,—1) C) 


este constantă pefiecare interval care nu intersectează mulţimea G; 


(vezi (107)), je(1,. .., D}. 
Folosind teorema 2.8, din (192) deducem că z«(-) verifică 


=0, e 07 us Al OF ag 
1945, (în) =0, e elen, amgang eco + 


ZU) apt. pe [to t]. 


H L 2 0)20)3 (0 LZ 


Mai departe, din (108) rezultă vă (t) = 0 pentru t într-o vecinătate 
a lui î, si prin urmare, integrind prin părţi, avem 


(195) = SL: ZE 295 (30), w(t) > avF (t) = 


a wl’ up X c 285 ud = 
= 5 J FO Zei Gm eg > di 


l eh , s 
= A vý of I ü (t)) x(t) + p: (t, Z(t), & (t)) «| dt 


galt, 
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pentru orice (x( +), 4(:)) care verifică (190), unde p; (zu) este dat prin 


(196) — pj(t,v, v) 


do ; 
=< ad (x), f (t, 2, al >, je{ 1, .. 1). 


De asemeni, integrind prin párti si folosind (194), obtinem 


E CENA 
(197) py (| 2 < ES (æ (0) 2 (t, F(t) > + 
LUN zm w( unti a ~ 
+< 25 (2 (0) , c, (t >d vj (0— Y |; v¥ (t) al S « &((t)) Z (t), 


sm Ta g (e, (t) > Ja:= < JE) ,2,(4) > — 


. | 1 ay _ T N ER: d T " 
— «X 89) (h) 2 (h) > NEM zi « 8) (SF (0) + 


| E ~ - 0? z 
+ Sa -Zaman > + «a0 (5| < E 
630) >+ FF) p; at) JE (i) + <a, 

j=l 


m pu F T^ : a , - " = 
(ou E Y (0), f (652()) > + E Fee 80,80) |j (t) >| dt, 


unde. ți (:) şi S#(-) sînt date in (137). 


Mai departe, folosind (197), din (191) se obţine (134) iar folosind 
(195) din (189) se deduce 


ty 
as UV: 3l < 90,3 0,20) + X F(t) 55 (58), 


4()), u(t) >dt =0 


pentru orice «(*)e La (ty, bi E"). 
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 Alegem af = Cl < YE (0,7 (6580) > + X FOB, 


T e D D 
& (t)) ]) şi din (197) se obţine 


` t 
- [< FSG) >+ Y IOP 


zae || zs 


a.p.t. in telt t] care împreună ca (189) demonstrează condiţia (133). 
Condiţia (193) este identică cu (136) şi demonstraţia se încheie. | 


Demonstrația teoremei 3, 


Din ipoteza Hä rezultă că este îndeplinită ipoteza D. Prin ipo- 
teză este îndeplinită proprietatea gi prin urmare, sînt îndeplinite con- 
ditiile lemei 8. 

Mai departe, vom aráta cá in (169), (170) gi (171) (vezi lema 8) 
multiplieatorii «#¥,v¥ (°), u'* nu depind de alegerea lui v (*)eo(199(v). 

Fie (a;, Se m (n vi: ) jet. . au) şi [ot „ te{—m,..., k}, 
wt »s UE Uns Du) două sisteme de multiplicatori care verifică (169) 
gi (17 
Dania ag = «o = 1, din (169) obţinem 


(90), X («i — «S 2) >— Xf SÉ eet, 


"ei 
æ (t) >A (vj— e Lin —6w")(12(2(),80-*);2(:),» (09, 
pentru orice, (z (* at: )) e AC (t, t ; E") X Le (i, t; E"). 


Prin definiţie, orice (x (+), v(:*)) eker d2 (z(*), &(-),.) verifică 


(200) eh = ei A D (i, 8) zi (s, & (s) (s) ds, te [to 4] 


Din (198) avem 


(201) y (a; — a'i) < p (2 (4)), (t) > = 0 pentru orice 
în —m ac * 


$0 
(æ (°), u(-)e krd2(2(:), £(:),), unde u(-) eG (vezi (109). 


15 — c. 804 
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Mai departe, deoarece a a; îndeplinesc (170), din (201) obţinem 


(202) J (ex — e$) < ES (2 (î.)), 2 (S) > = 0, pentru orice 


$CaU(1,....X) 
(2 (°), *(-) eker d2 (@(-), @(-);-), unde u (>) e$. 
În continuare, folosind ipoteza H;°, din (202) si din lema 5 deducem 


(203) Y (a; — ay.) Yı = 0, pentru orice ye R**ll, 
i €aUf1,..., X) 


şi prin urmare, avem a; —2a;', ieaU(1,. . .,k), iar din (170) avem gi a; — a"; —0, 


ie(—m,...,—1) a. 
Astfel, am obținut 


(204) a; = a, pentru toţi ie{—m,..., — 1,0,1 ,... k}. 
În continuare, din (199), avem 
(205) Xi s & (0), æ (t) >d (vj — vj')(t) = 0, pentru orice 
(2 (*), i (- ))e AC (to 1, ; R°) X Lo (to ti; E") care verifică (200). 


Deoarece vj (4) = vj' (în) = 0, iar G, este vidă pentru je(1,. .. ,J}\A, 
din (170) deducem cá avem vj (t) = vj'(t) = 0, pentru orice te D t,] si 
orice je(1,..., 1)/A. Astfel din (205) deducem | | 


(206) SL: ai (x (1), a(t) >d (v; — vj)(t) = 0, pentru orice 


(æ( +), «(*)) care ME (200). 
În continuare, folosind ipoteza Æ? si lema 5, din (206), obţinem 


(20) y L om, (04 (vf — (0) — 0, pentru orice m,(-)e AC(8,; R) 


care are derivata mărginită (vezi m,(-) eD(G;; R)). 

Mai departe, folosind (108), avem că orice m, ( )eD(G; ; E) se poate 
prelungi lo o funcţie absolut continuă cu derivata márginitá pe intreg 
intervalul [£,, t,] si folosind teorema 23.10, din (206) deducem cá avem 


(208) X (t) d (vj (t) — va (t)) = 0, pentru oricem; (+ )e D (to h; E). 
EFI 
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Deoarece oricec(*)e Olto t; zi este limita uniformă a unui gir de 
polinoame (deci din D(f, t; EI, din (208) obţinem 


D | 
(209)| e (t) d(v; — vj')(t) = 0 pentru orice e (Jett, 4,3 R)şi oriceje A. 
b 


Deoarece v; (t) = vj'(4) = 08i vj (*), v; ( +) sînt în clasa funcțiilor continue 
la dreapta (vezi (170)) din (209) rezultă 


(210) vj (t) = vj’ (t), pentru orice te [tp î,], jeA. 


Pentru je(1,...,2)/A, din (170) avem vj (t) = vj' (t), pentru orice 
Zelt, t,] şi astfel folosind (210) obținem 


(211) v (°) =»; (°), pentru toți je( 1,...,/). 
În continuare, folosind (204) si (210) din (199) deducem 


(212) (y — u”) (d 2 (2 (),9(-)59(*), «(*)) =O, pentru orice 
(2 (°) (* )) € AC (to br X Lo (to t; R) 


iar din lema 6 şi din condiţia (212) deducem că avem . 
(213) (p' — e”) (y (° )) = 0, pentru orice y(*)e A O (ty) 5 E^). 


; Astfel, am obţinut vu = u” gi luînd în considerație (204) şi (210) 
obținem că sistemul de multiplicatori is vy (*), p, care verifică (169) 
(170) gi (171), in condiţiile ipotezei Ej, nu depind de alegerea lui « (+) 
in Yo N % (x). 


| Mai departe, folosind un calcul asemănător celui dat în demonstrarea 
„ teoremei 2 obținem că sint verificate condiţiile (133) —(137) (vezi teorema 2) 
cu precizarea că de această dată funcţiile d: ), w(-) S(*) si constantele 
a, nu mai depind de alegerea lui &(:)e%, N Z; (y) iar ca o consecinţă 
condiţia (134) se verifică pentru orice GI, ) ër, )eAC(t, h; E")x 
x (% f 9, (y)) care îndeplinește (135) cu aceste precizări condiţiile (134) 
şi (136), unde V(-) si S(-) verifică (143), arată că sînt verificate (140) 
şi (142) pentru y e (0,1) fixat arbitrar. De asemeni, din cea de a doua 
condiţie din (133) avem că este îndeplinită, în parte, condiţia (139). 
Pentru a încheia demonstraţia vom arăta că din 


(214) (H(t)? p (t em +5 v (2) 2 (î & (t), (0) = 0 (vezi (133), 
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folosind ipoteza E; si teorema 1, se obţine (139). Deoarece Pj este o 
particularizare alui P, (domeniul comenziieste o mulțime deschisă fixată), 
avem că dacă se îndeplineşte ipoteza E, (vezi P,) pentru P; atunci 
pentru P; este adevărată teorema 1. Într-adevăr, folosind lema 9, rezultă 
că, în condiţiile ipotezei Ej? este îndeplinită ipoteza E, pentru P;. Mai 
departe, din teorema 1, alegînd 4(-) = 4(:), deducem că există 2, c E 
gi V,: Da ti]—> LO, oo) descrescătoare, continuă la dreapta, ve (t) = 0, 
astfel ca să avem 


t d = 
(215) j [<3 (F(t BO, BD) > AEF HD VED, BEM) ml dt > 


h l s 
2 NEED F (t, & (t)) > + F(t) P; (t, z(t), gell di, pentru orice 


u(:)€e La (to; bh: E) care verifică w(t) e U, app pe [to t] (vezi (74)), 


unde j: [to bl-z R” este dată prin 


(216) V = 7 Lei Y à d Gm, 
0 


t 


dt 

iar àj, v, (+) verifică 
(217) & > 0, & (pi (2 (5)) + 9 (E) — 0, ie(—m,...,—1), v;(-) este 
constantă pe fiecare interval care nu intersectează mulțimea G; (vezi (77)). 

Prin ipoteză (vezi proprietatea I) va exista o sferă S C E' cu centrul 
în origine astfel ca &(-) (t) + S C U, pentru orice te [to t] şi folosind 
propoziţia 2.1 deducem că 4 (t) + S C U a.p.t. în [ty til: 

Fie acum, 44 (*) e La (to ti; R’) aleasă arbitrar şi fie u,(*) € Do (tq: 
i; R) dată prin a, (t) = €(t) + £u (t), te Da ti]. Va exista eye (0,1) 
astfel ca Z(t) + cw (t) e U a.p.t. pe [to t], pentru fiecare c e [0, s). 

Mai departe, din (215) pentru u (*) =u. (+), obţinem cá pentru orice 
Uy (*) € La (ty, t1; EY) avem 


. tà OF S E 0 , N 
(218) | [<70 51 (5 20) Walt) > +< Y, (0 75 (48 (0,6 (0), Welt) > 
fra 
> dt = 0. 
Deoarece aal * ) € Leo (to, 1; ; E") a fost aleasă arbitrar, din (218) printr-o 
alegere corespunzătoare 2 lui 4,(:), deducem cá avem 


l m 
(219) (p(t)? E (t, sm "Ai v, (2) E (t, 2 (t), & (t)) = 0,'a.p.t. pe [tos]. 


EL. ee 
a (oie ae) ass Zee em, a) 
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În continuare, din (218), folosind (216), deducem 


? k , 
(220) < enn, et) Y a < (A), oh) — 
c i=m-m Ox 
i0 
= (<2 i (y c(t) d v, (t)— 0 
j=1 Jt, 02 i : 
pentru orice (z(*), «(-)) e AC (ty, ti; E") x Le (to, ti; E") care verifică 


(221) «(t,) — 0, CR zo lu ām am - 77 i (t, & (0) u(t), ap. pe [to ty]. 


Deoarece (220) si (217) sint identice cu (169) si (170) (vezi lema 8) 
din cele arătate mai sus rezultă că sistemul de multiplicatori &,, v; (°), 
care verifică (220) si (217) nu depinde de u(-). 

Pe de altă parte, folosind definiţia lui 4 (:), (vezi (143), din (214) 
se obţine că și y(:), a, v (°), verifică (220) şi (142). 

Condiţia (142), fiind identică cu (217 ^. E unicitatea a s 
mului (220), (217), rezultă că avem &, = oc (-)=v5 (+) 1b (+) (°). 
Prin urmare, (215) este îndeplinită Sabin ^C) definită ih (143). Mai 
departe din (215) si din lema 2.3.2. vom obtine ae locală (139). Pen- 
tru aceasta, fie we R’ x Ri, w = (u, v) şi fie © (t) = (& (t), v (t)), o (t) = (u (t), 
v(t), te De t], unde v (i) = (vı (t), ..., w(t)) este cea dată in (215), 
iar «(*) € Deo (to, t; E") verifică «(t) e U a.p.t. in te [tt]. FieQ) (t) = 

= Ux(v(t)), te [to 1]. 
Fie H : [to t4] x (E x E!) > R, dată prin 


H (t, w) = < $(), f(t, 20, > + » v, Dy (5 SD u). 


Deoarece U îndeplinește proprietatea L (vezi lema 2.3.2) avem cá 
si à (t), te [to î,] îndeplinesc proprietatea L. Mai departe in notatiile 
de mai sus, condiţia (215) se scrie 
(222) y [H (t, © (t), — H (t, B(t))] dt> 0, © (t) = (u (t), wf, pentru orice 
GI je Lee Ga (5 Reif care verifică w (t) e O (t) a.p.t. in tes t] 


În continuare, condiţiile lemei 2.3.2 fiind îndeplinite din (222) 
se obţine 


(223) H(t, w) > H(t, %(2)), pentru orice we U x (v (Ẹ)} a.p-t. inte [tyt]. 
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Mai departe, luînd in consideraţie definiția lui H , avem că (223) 
reprezintă tocmai condiţia locală din (139) pentru un y e (0,1) fixat arbitrar. 


În felul acesta, obţinem că pentru fiecare y e (0, 1), sint indeplinite 
(139) si (140), pentru orice (z(*), u(:))e AO (tot; 2B’) xX(% (19, Q0) 
care verifică (141). Mai departe, prin ipoteză, sîntem în condiţiile pro- 
poziţiei 3 şi deducem că pentru fiecare (2 ( *),€w(*)) 2 AO (to, 55 R)x 
X (Yo N Goly)) care verifică (141) există un şir Z, (.), 4, (.)) € AC (ts, ty 
R^) X(YoN Zo (y)) care verifică (141) şi astfel ca să avem 


(224) lim f | 4, (t) — & (t) | dt = 0, lim | z, (t) — 2 (6)| = 0, uniform inte To, 
Y39 Ji Y20 


4] iar w,(:), Y €(0,1) sint uniform mărginite. 
` Notám 


(225) F(t) = EA I 8() + X wm H (a 9) +22 (4,8 (2, à (0) 
aw = = 2G, (0, HO), unde HE, s u) = < 90 f a) > 
+ wl Blt av) 

Cu aceste notații condiţia (140) pentru (Z, (:), 4, (*)) devine 


(226) o, = | [« 9, (), F(t) z(t) > +< i, (t), G (t) &, (t) > dt > 0,pentra 
to 


y € (0.1). 
Fie ce R, dat prin 


(227) e = (" [< a(t), F(t) 2(t)> + < ilt), G(t) at>] d 
& l 


Mai departe, vom aráta cá avem 
(228) lim e, = c. 
Y+0 


Într-adevăr, prin definiție, avem 


(229) Io e| = 


f <ü, (i), F(t) 2,() —2 (7) > dt 
fo 


(‘< diy (i) — & (1), 
fo 
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F (02 (0) > at | zi , «$0 — 80,60) EE «n — EI, a 
lg ! lo 


(u, (t) — u (t) > at] < Us — z II dt EAS Iss — à (t) | dt, unde 


Eu ka sint constante pozitive. l 

Deoarece ultimele două integrale converg la zero pentru 3-0 
(vezi (224)) din (229) se obține (228). Deoarece e; îndeplinește (226), din 
(228) obținem că avem 


(230) e > 0. 


Elementul 2(:), &(:)) fiind ales arbitrar, din (230) rezultă că este 
rdeplinitá (140) si demonstraţia se încheie. 


$ 6. CONDIŢIILE NECESARE DE ORDINUL AL DOILEA PENTRU PROBLEME 
DE OPTIM CU FUNCŢIONALE DE TIPUL max g (x (t) 
t&[to:t] 


În problemele de control optimal studiate pînă în prezent atit 
functionalele cît şi operatorii au fost presupuşi diferentiabili Frechét. 
În cazul în care una dintre functionale este de tipul max g(x(t)), z(-) 

E 


EC (to 1,; E") atunci, pentru această funcțională se pierde proprietatea 
de diferentiabilitate Fréchet chiar dacă funcția g : R”—> R este cu derivate 
parțiale continue de ordin ori cit de mare. 1n cele ce urmează, vom arăta 
pe scurt, cum putem studia si astfel de probleme folosindu-ne de rezul- 
tatele găsite pentru cazul cînd avem diferentiabilitatea Frechet a tuturor 
elementelor care definesc problema de optim. Ca un exemplu, vom con- 
sidera următoarea problemă de control optimal : 


Să se minimizeze funetionala, max g(x(t)), pe mulțimea perechilor 
E [b, €. 
(ol: u(°))E AC (t,t3 BR") X Lo (ab: E) care verifică următoarele 
condiții 


t 
(231) æ (t) = ge + f(s, @(8), w(s)) ds, te [to 4] unde voe E" si [to t] 
le 
sint fixate, 


(232) u (t) e U a.p.t. pe [to t], unde U C E" este arbitrară, 


(233) q; (#(t4)) — 0, ie (1, ..., k}. 
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Notăm această problemă cu P. Mai departe, vom arăta cá proble- 
mei P i se poate asocia o altă problemă de control optimal echivalentă 
astfel că toate elementele care definesc problema de optim să fie dife- 
rentiabile Fréchet. 

Mai întîi, facem următoarele ipoteze de lucru asupra datelor lui 
P. Se presupune cá g: R'—R, q9,:E"—R,£:[5, bl] X R*x E — RE" sint 


920, I 927; 


continue împreună cu derivatele de ordinul al doilea —— , 
Ox?’ Oa?’ ax? 


3 
si impreuná cu derivatele de ordinul al treilea I (dacă U este des- 


2 2 
Ch , 235 sant continue), 
: võu du? 

unde je(1,...,n). Considerăm următoarea problemă de control optima : 
să se minimizeze Soe mulțimea elementelor (z( - ), «( - E) EAC (t,t, 5B") X 
X Lo (ty, t; R)XR care verifică următoarele condiţii 


chisă atunci, presupunem în plus, cid 


(094 w(t) = m + fls, ei (0) ds, tels ti], 
| b 

(235) aile 2.p.t. în tel, 4], 

(236) gelaf = 0, te {1,..., k}, 

(237) g(x(t)) — £ 20, pentru orice felt, GL 


Notám această problemă cu P, Se observă cá P, este de acelaşi tip 
cu problema P,; adică, alături de condiţiile obişnuite, funcţionale, pro- 
blema P, contine şi o restricție de fază dată prin (237). 

În continuare, vom arăta că P P şi P, sînt echivalente, în sensul că 
oricărui element optimal pentru P ii corespunde un element optimal 


^ ~ 


Pe 
Fie (oi. &(:)) optimal pentru P. Notám = = imax guo. Vom 


e(t A 
arăta, că (GI A, (e), £) este | optimal pentru P.. Fie, prin absurd, (d A 
al rh &) admisă pentru P, si astfel încît E < 
Din (234), (235) si (236) avem că (z( -), s4(*)) óste admisá pentru P. 
Mai departe din (237) avem g(z,(t)) & & < S, pentru orice ie[fo, t], gi 
prin urmare, m (09) SE Se JG (t) şi se contrazice optimali- 


tatea lui (a: e Ei ). Astfel, am pem cá (2(:),8(- LÉI este optimal 
pentru P, Reciproc, fie (2(- mE (*), EI un element optimal pentru P,. 
Atunci, folosind argumentele ee celor de mai sus, se obţine 
că (à +), €(*)) este optimal pentru P şi demonstraţia echivalenfei dintre 
P si P, se incheie. 
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Mai departe, vom deduce condiţiile necesare de ordinul al doilea 
pentru P, în cazul în care U este deschisă, folosindu-ne de condiţiile ne- 
cesare de ordinul aldoilea date pentru Pj. Este lesne de înţeles că pe aceeași 
cale se pot obţine condiţiile necesare de ordinul al doilea pentru P si 
în celelalte cazuri care au fost analizate pentru P, (U arbitrară, 
U convexă). 

Mai înainte, vom face cîteva precizări. Fie (à(-), OI: H optimal 
pentru P' şi fie g = ao g (č (t)), unde prin P' am notat problema 


de control optimal cu condiţiile (234), (235) si (236) in care mulţimea U 
este presupusă deschisă. 

Fie GC [f,, ti], dată prin 
(238) G = {te [to 4]: g(z (0) — £ = 0}. 


Fie d: Da 1 E^, ie(1,...,k) absolut continue date prin 


(239) 4 79 6(8),— zh = (Sie am) «c a.p. 


pe [io i or f 2) SEN x, ă(t)). 
Fie Ze GoCLao(t, 4; Er date prin 


(240) ài = C) ens A &(t)) u(t) >dt —0 ie(1,...,k)], 


(241) Bitu) SÉIS) OC, o) 27 (s, ëtt u(s) de> —0, teG}, 
Ox Qu 


unde (t, s)=0(1)- 57 (s), iar D (- ) este matricea fundamentală de soluţii 


pentru sistemul = =, g (t)jæ, te [t t]. 
Ipoteza Š”. (x) vectorii “2 2 Gm, ie (1,...,k), sînt liniar indepen- 


denti. 


dy 


(B) pentru orice (+) soluţie nenuld a sistemului — PUE 
[fn = T ; ; 
= E (oO) | b(t) pe un subinterval Iyal lui Ia t], avem 


(E nam al ale o t mett) ten. 
du 
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~, | Op E A 4 b og 
(Y) "mU &(t), wu) | Æ 0 pentru orice (t, w)et(*)(vezi 0.14), 


ieG unde p(t, zu) = «2 (a, f(t, vu) > 


Proprietatea Z Comanda %(-) posedă proprietatea F dacă avem 


FERTA — 
4(*yt)C H, pentru orice te[to, ti], unde &(-) este închiderea în măsură a 
lui 4(-) (vezi 0.14). 

Asupra mulţimii G presupunem că se îndeplinește condiţia 
(242) G este formată din intervale si puncte izolate toate în număr 
finit şi to, he 

nd 4. Fie (&(- ), & (- )) optimală pentru P’ $i fie (242) îndeplinită. 
Pie proprietatea F și ipoteza ST îndeplinite. Atunoi existăa;e E, v : [£0] [0, 
co) descrescătoare, continuă la dreapta, constantă pe orice interval care nu 
întâlnește mulţimea G, v (t) = 0, wt) Æ 0, astfel ca să avem 


(43) min [< &(0), F(t Sie, >V 8(), al: 
Bees? f(t, 30), &(0) Le (0) p(t, 200, A(t) ap în ie Da A) 

(244) Cere sm) BEE Zem lat > + 

+ am (25 | «vts ft, 80,80). p ëm, a) e: 

ză, ( 2. | «$0 16 20, at vt ap äm, ao) ac >lar>o 


pentru orice (%(-), &(*) e AC (to ti; R°) X(MoNGo) care verifică 


(245) SI — 0, da e. sd GI z (t) + zie, GI T(t), a.p.t. pe [to t] 


dt 
unde dV (*) si S(-) sînt date ge? 
(246) 4 (t) = PEE « CEE G8), — (Zi 2f t, ell wavin Pie, am 
S(t,) = X E Geen am nam! DUT ze, 5 (t)) + 


+ T E (t), f(t, Z(t), &(0) > + v(t) p(t, H(t), 0) | a.p.t. pe [to t]. 
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Demonstraţie. Fie P; problema corespunzătoare ataşată lui P’ (vezi 
(234) — (237), unde UCR’ este deschisă). Am arătat că (2 (:), &(-), E) este 
optimală pentru 7;, unde î = max ( g(2(t)). Prin definiţie, problema 7, este 

Elf. h 
de același tip cu P; (vezi teorema 5.3). Mai departe, vom arăta că pentru 
P, sînt îndeplinite condiţiile teoremei 5.3 si apoi din acestea, folosind echi- 
valența dintre P’ si P;, vom deduce concluziile dorite. . 

În acest; scop, la început, vom arăta că din ipoteza Aj rezultă ipoteza 
Eo pentru ;. 

Condiţiile («) si (X) sint, in cazul lui Z;, identice. 

Din condiţia (6) rezultă condiţia (8) din Ec, iar (Y) este echivalentă 
cu (y). 

Prin ipoteză, sint verificate şi celelalte condiţii ale teoremei 5.3. 
Condiţiile teoremei 5.3 fiind îndeplinite, rezultă că există ae şi 


v: [tos 4]— [0, co) descrescătoare, continuă la dreapta, v(t) = 0, astfel ca 
să avem 


(247) — < b(t), F(t, 20, ëm > + viat, 20, 20) = 
= min [«* (0), J (t & (t), 4) > + v(t) p(t, & (i), «)], a.p.t. pe [to tul; 
(248) v(t) = 1, 
SETTE T EZE 
G9) | | < a(t), E (t ell (s 6-0 75 y) Bt) + 


+ <4()), (son | «45, f(,3(0,8()) > + vd) p EI 0) sm + 


+2 <a, (5s L< 40, f(t, H(t) (0) >+) v(t, a(t), (ato >}dt> 0 
2 Qu? 


pentru orice (@(-), &$(*))e.40((,t; E") x (Zoo) care verifică 


aha dii p. ir 
(250) 2 (to) = 0, dt da (t, 2 (t)) æ (t) + ou (t c(t) w(t), a p.t 


pe [to t] 


unde v( +) este constantă pe orice interval care nu intersectează mulțimea G 
(vezi (238), iar (+) si S(-) sînt date prin 


ey DÉI _ dy (87 T 
Gs) o am s — 3 EI em bt) + 


a vaig, art, at), 
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za, 288 Di DA 
80) = X «G6 — S = (SI os ant s + 8 0 nem + 


H Z [«45, f(t, Š (0, &()) -- v(t) p(t, SI, &(0)) 


a.p.t. pe [to ti]. 


Condiţiile (247) — (251) reprezintă tocmai concluziile dorite şi demon- 
Stratia se încheie. 


. $ 7. PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL CU RESTRICŢII MIXTE 


La început vom considera o problemă de control optimal în care res- 
tricţiile mixte sînt numai de tipul egalitate. 

Problemele care conţin restricţii mixte şi de tipul inegalitate vor fi 
studiate în următorul paragraf, punindu-se sub forma celor care contin 
restricţii mixte numai de tipul egalitate. Pr ezenta parametrilor in problemele 
pe care le vom studia este justificată de faptul că orice problemă de control 


optimal, fárá parametri, care contine functionale de tipul ad. max dek) 
Elt ty 


u(t)) se poate pune sub forma uneia in care apar $i restricţii Mito cu on 
metri. În general, functionala ad max g(æ(t), u(é)) nu este diferentiabila 


t 

Frechét chiar dacă funcţia g : R” x R'—>R este diferentiabilá de un număr 
de ori oricît de mare, iar prin introducerea unor parametri se obține o pro- 
blemá cu toate elementele diferentiabile Frechét. Pentru a nu complica 
prea mult problema vom considera cá ea nu contine și restricţii funcționale 

1. Problema pe care o studiem este următoarea : să se minimizeze 
poælt)) + po (£) pe mulţimea elementelor (2( +), u( *),£) EAC (to ti; R”)X 
X Do (to în; R) x R care verifică următoarele condiții 


t 
(252) w(t) = Sec LU f (s, & (5), u (8))ds, te [to 4] unde 
to, t, € E gi Ki R” sînt fixate, | 
(253) pi(t, x(t), w(t)) + pi! (E) = 0, ap.t. în te [to e m way k}. 


Notăm această problemă cu P,. Asupra datelor lui P, presupunem 
că sînt îndeplinite următoarele condiţii de lucru : 


9o: R°>R, op : RP—R, f;: Da 4] Xx R"x R'—R, pi [6,5] x E^ x RR, 
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pi: E? — R, sînt continue împreună cu derivatele de ordinul al doilea 


Ze Bp Ifi Gi fı Ga Fpi Op Fp, 
daz’ 082 " Og? 0mOu! ðu? x’ 9x0u' dw)?! ops 


Fie (ei - ), 4(-), Z) optimal pentru P,. Fie MC AO (ty, ti; R°) X Lo 
(to, 1, ; E*), dată prin 


(254) M ch Dute): eil = 0,32 Im, ay at + OF câ) am 
dt da Qu 
2. p.t. in te[t,, tl}, 
unde F(t, x) = f(t, x, (t). 
Fie M,C M dată prin 
(5) M= Q y Ced PP qa), aN) emt 


F 22: T(t), Ü (0) u(t) = 0, a.p.t. în te [to 4) tello dd 


Fie U(t)C E', te [ty t], date prin 
(256) U(t) = {ue br: pilt, a(t), uw) + p (E) = 0, te {1, ..., E, 
Ipoteza E,. Vectorii Zu Z(t), w),$e(1,..., k}, sînt liniar inde- 
pendenţi pentru fiecare (t, u) e [to t,] x RI care verifică u e U (D. 
Fie ZCLa (to, t; Er dată prin 
(257) qp = (u(-) : u(t) e U(t), apt. în te[ty, AT, 
unde U(t), te[t,, t], sînt date în (256). | 
TEOREMA 5. Fie (2(* ), & +), Z) optimală pentru Pn şi fie ipoteza En 


îndeplinită. Atunci, există v,(-) eLo(to, 1,5 E), Zell, .. ., k}, astfel ca să avem 


(258) min [<(), f(t, 8(0) > + Y ul) P(t 3, il = 
H isl 


= <b (t), f (80,8 ()) > + X af Sin, 2 (2, & (0) 
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dä 
8. p.t. l [tos 4], 


e ` Qi +O (I'v ar) =o, 


as ( <(t), ftt, à(0, &(0 A X v (0 pt (t, (0, ell m 


2 
(259) NE à (0, E (i zu 8() 2()» + <i, -Z |< vi), 


" k ^ " 1 Gr 92 - 
f, $0,809) >+ Suzi ( 8, emt ec > +2 <a asl 


< $(0,f(652(0, $(0)— + e vi (t) Pi (5 2 (t), a ml enz d 20, 
fol 


pentru orice (z(*), &(*)) eM, (vezi (255)) ; 
d : [to J>R*, S : Dan $5] 2 (R^, E") absolut continue sînt date prin 


TM 
G0! — an = 922 a (4), -S - (e, sm! b(t) + 


: Opi, = 
* X «055 (52) 80), 
| Ee S E 03, zu? 07 : 
S) = a (55) — a (iv. eil 8() + 8() 3, (5 2(0) + 


POST B0) - F «(0 2630, 80) 
a.p.t. pe [to t]. 


Pentru demonstrarea acestei teoreme sînt necesare cîteva leme. Mai 
întîi vom face cîteva precizări. 


Observajia 8. În condiţiile teoremei 5 avem < ( Z | < v(t), f(t, 2 (t), 


&(t)) > Le w (t) pi (t 2 (t), à), u > Z0, pentru orice ue Q(t), a.p.t. 
îl 
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în te [îo; t], unde 


Q (t) =(ueR':< nam, a(t), u 20,1 e (1, Tn 


Demonstrajie. Notám G(t, u) = (u)? (= (A, f(t, 20), (2) + 
tX wi pi (t 2 (0), & (2) ) 


Pentru a verifica observaţia 8 este suficient a arăta că avem < G(t, u), 


a >20, pentru orice 4 e Q(t) si pentru orice t e[to, t,] pentru care este veri- 
ficată (258). 


Fie, prin absurd, t vëlfoch si u,cQ(t,) astfel ca să fie îndeplinite (268) 
gi G(t,,u,), u, 2 «0. "Avem pi (24); € (4)) + p; (FZ) = 0. Din teorema 
a. 11 rezultă că există e€e(0,1) si o:[0, co] — F astfel ca să avem 
Pi (as Ë (th (ty) + en + o (9) + pi (E) =O, ce [0, colsi lim 21°) A 


E 
Prin definiţie, avem v (e) e U(t,), pentru orice ee [0, ej], uade u (s) = 


= (t4) + £u, + o(c). Mai departe, din (258), dezvoltind după e, avem 
k S 
O< < d (tx), f (tar Z (te), U(E)) > + à vi (tæ) Pi (bay © (ty), u (&)) -[ «st». 
a] 
e? < (5 in 


HF (tus (5), Bil > + i Vi (tx) Pi (tx) Zil t) |= = B 
(< Y (ta) f (tary Z (tx), Ball > + X vi (tx) Pi (e Z (ty), (t9) jum ly > + 
= 0 


o (e?) 


+ o (2) == « G (ty; usa Za > + 0 (c?), unde lim —— : 
£ 


Împărţind prin c? în ultima egalitate, din < G (ty, ua), v, >< 0, se 
obţine contradictia cu faptul că membrul stîng al egalității trebuie să Ge 
pozitiv pentru orice e e [0, eo]. 

Demonstrația este încheiată. 


Condiţia (258), pe lîngă forma locală obișnuită exprimată prin 2 
u 


(< b(t), Pi, SI, E> H X w (2) pi (ty & (t) em! —0, Conţine gi 
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principiul de minim. Pentru a obţine şi principiul de minim alături de 
condiţia locală este necesar ca alături de variațiile locale, să folosim 
variațiile relaxate. În acest scop, urmînd un procedeu asemănător celui 
dat şi în problemele de control anterioare, vom transforma P,, într-o nouă 
problemă de control optimal. 


def 
2. Formulăm problema auxiliară. Fie b = {u (°), ...;U%m (-)) C, 
unde 4 este dată în (257). Fie X? spaţiul Banach dat prin 


(261) X?’ = [AC (t, 1,5 E") X Leo (fy, 5 HOt") XR?) X Leo (to 1, ; RY) şi fie 
Q^: X’ RB, 09: X Lo (tos; E), ie{—1,1, ... , m) date prin 
(262) D (a(-), (+), £ «(*)) = po (2 (6$) + e; (£) — (9, (2 (5)) + 9, (E) 
D3 (a(-), (:),  «(-)) 2 pr; «(-), e(l, ..., m) gi 2, (2(:),v(*), 
E a(+)) =1-¥ a (+). 

Fie D’: ER AC (t, t; R") 


(263) D'z(:), eich & «(C)) (=) -a-f {f (s, 2 (8), Zil + 


+ vo (8)) + X e, (8) [f (s, © (8), w (s) + v, (8)) — F (8; & (8))]) ds, te [to t], 


unde rau æ) = f (t, x, BI, v,(*) e Le (tot; E"), iar f, 2$, (2(* , €(*)) 
sînt cele date in Pum- 
Fie Y° spaţiul Banach dat prin 


(264) Y’ = La (to, în; E*) X Le (tos t; E") X AC (f, 1, ; E") si fie T’: X*— Y^ 


definit prin 


(265) T’ (z(-),v(*:), 6 a(+))=(P? (2(:),9(:), ,2' (@(+), 9 (5; « (9), 
unde P’: X* — Le (ty, tj: R*(*") este definit prin 
(266) Pj (e(:), (+), E) ( = Pi (t, æ (t), v (t) + 0, (0) + pi’ ($e, 
oo, k}, Je {0,1,...', mp, te [totu], unde w(*) = &-). 

Fie Z* spatiul Banach dat prin 
(267)2 = Rx (MZ), undeZ, = Le (foh; E) si fie P: Z^ 
dela oM. o s 
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a (2 (:),2(*), E)=( (2 (°) 0( +), 9, D(a ) C) $5? et —1,1,. de 


Mai departe, fie problema de control optimal urmátoare: sá se mi- 
nimizeze O,(z(-), «(*), & «(*)) pe mulţimea elementelor 7(-),w(-),& 
«(:))e X’ care verifică următoarele condiţii : 


(269) 7*(z(-),v(-), £j a(:)) = Op, unde Oy? este originea in Y°, 


om WE v(*)) & «(:)) 2 0,2.p.t. în te [t t], pentru? e(— 1, 
sus TS 


Notám această problemă cu P,. Comanda P, este (v(*), «(-)). 

Deoarece (2 (*), &(*), E) este admis pentru P; , din definiție rezultă. 
că (z(*), OF (+), 0.(*)) e X* este admis pentru P,, unde 07, (*) e La (tos 
t; R"), Om (*) € Le (to, t, ; E") sînt originile corespunzătoare. Deși (2 ( *), 
4(-), £) este optimal pentru Pm, în general, (z(-),05,(:), £,0,(-)) nu 
este optimal pentru P, si nici nu are vreo proprietate de extremalitate. 
. . Totuşi în condiţiile date de ipoteza E, se va arăta că (2 ( -), (Or +)» 
E, Om (*)) posedă o proprietate de extremalitate. 

Fie Q? C Z’ conul convex deschis definit prin 


(271) Q = Q, x O^, unde QC R gi Q? C, an i Zi (vezi (267)) sînt, 
date prin d 


(272) Q, = ft: t <0} gi OP = {o (+) = (e (C $e(— 1, 1, nm É); 
ad. mn. e, (t) > 0}. 


În următoarea lemá vom formula mai precis proprietatea de extremi- 
ER def. ` 
tate a lui (2(:),05,(:), E Oel: H = à. 


LEMA 10. Fie (2(*), @(°), £) optimal pentru Pa. Pie b = {u (*),... 
a Um (*)) CZ aleasă arbitrar și fie P, problema auxiliară corespunzătoare.. 
Dacă ipoteza E, este îndeplinită atunci «(= (&(-), On (°), E, Om (*))) este: 
(0%, O^; T^, OF) extremal de gradul al doilea. 

Observaţia 9. In condițiile lemei 10, proprietatea lui & de a fi (©, O^; 
T’, Oy») extremal de gradul doi este în dependenţă numai de condițiile de 
lucru impuse asupra datelor lui Pa. Dacă elementele care definesc P,, sînt 
continuu diferenjiabile în (x, u) de ordinul p (p> 1) atunci se poate arăta, folo- 
sind o demonstraţie analogă celei pe care o dăm lemei 10, cá & este (0', Q? ;, 
T*, Oy’) extremal de gradul. p. 

În obţinerea teoremei 5 este necesară şi următoarea lemă, 


16 — c.894 
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LEMA 11. Fie (2(:), € (*), EI optimal pentru Pn. Pie ipoteza E, inde- 
plinité. Atunci există v,(-) € Lo (1,05; R), ie(1,..., kyu e AC( (fo, t 5 
R^) astfel ca să avem îndeplinite 


(273) «t $i (8), Z (65) > + X E (|< ie &(t, &(t)), 2) + 


i=l dia 
+ < P &(), 20), @(t)> Jat + w (BE (B(-),@(-)) > 0, pentru orice 
(2(-), *(-)€AO0 (tyt; E") X Lo (tooti; E") și pentru orice u(:)eW 
(vezi (257)), 
de: ei, & (sa SEC e. 
em 2-0 + Y (f d ae (8) =0, 
(275) SE Ze e (8) 2 20) > + $ y 7 de ZE (t, (0) () em, 


2()>+2< < atei (t, 2 (t), &(0)) 2 (0, «(t >+ < T mn & (t), € (1)) ab), 


«0» | dt + u (2a (2(*), *(*))20, pentru orice (2 (*), U+)) e M, (vezi 

(255)) unde Da, DY: AC (ty, hi; BR”) X Læ (fy, ti; R) — AC (to ti; E^) sînt 

definiţi prin 

(276) 9:60), ECNO - 20 — f Ei e, Siet 2(s) + OF (s, (9), | 
t (02 du 


4i (8)) +f (8,2 (s), 8 (ell, —7 (8, 2 (8))} ds, t e Da tu], unde F (t, 9) — ft, v, 8(t)), 


(217) 2,0 0),80)9-(- Nar MET dl eidel >42 < 2T. qs 


2 (s)) Z (8), a(8)>+ < of (8, & (8)) ù (8), % (s) >| ds, j ell, A aech n), unde 


J =(F5 ..., f) (Demonstraţiile lemalor 10 gi 11 se găsesc la sfirgitul 
capitolului). 

3. Vom demonstra teorema 5. Prin ipoteză, sînt indep ee condiţiile 
lemei 11. Rezultă că există v; (*) e Læ (to ti; R),$6(1,..., k} gi ue (AC(ty, 
4,; R'))* astfel ca (273) — (277) să fie îndeplinite. 
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Pentru fiecare (2(:),u(-:)) e Mo, fie 2*(-) e AC (ty t; E^) defi- 
nitá prin 


(218) d? (a*(-), 0) + 7-2, SU = 0, unde 2? gi 2, sint daţi în 
(276) si (277). | 


Din ii — (277), luînd în consideraţie (278), obţinem 
(279) 0 = <— e , € (6), £(5) >+ X f Y; e [« 75 (t, © (t), 20), 


& (t) 5 --« ” "i & (t), &(t)), & (t) >] dt, pentru orice 4(*) € 4 si orice 


(2(-), "HS 


(280) (273)+ (275) 0<< Zus (t)), 2* (&) > + <5 0 CS Zens 
2(t)>+ 5i KU [<2 - (58(0, (0), 2*() + < R AE * (63 (0), 


8()2( B()> + 2 <P I - (4, 8(0,8()) 20), N> « E rpi * (,8(), 
4(t) w(t), 4 (t) —)] dt bs orice (2 (-), 4(-)) e .M,. 


În continuare, fie }(-) definită în (260). 


Deoarece pentru orice (2 (° ) &(-))eker 2? avem Z(t.) = 0, din 
(279) obţinem 


(281) 0 cl: ETC > dt+ X j wi P e, &(0, 90), 2(0 dt + 
n X u(t) <E (,3(0,4(),8() at =" «s, «$0105, 
k uy 


$0)» + X (0 (Hilt 20,80] ao är + f< pD- 


— f(t, c(t, €(t)) > dt, pentru orice Z(:)eZL. (t, t; R) şi u(-) Ee. 
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Alegind 4 (-) = 0, din (281) obţinem 


(282) ( «0 f(t, e, w(t) —f(t& c(t), ă(0)>d4>0, pentru orice 


bo 
u(*)e Dew (f, t; E) care verifică w(t) e U (t), a.p.t. în te [t t], unde 
U (t) CR’ este dată in (256). 


Mai departe, vom arăta că mulțimile U (t), te [tp ¢,] au proprietatea 
L (vezi lema 2.3.2). 
In acest scop, fie ta € Da t1] şi uv, e U(tx) alese arbitrar. Prin definiţia 


lui U(i) obţinem 
(283) Pi Da D Deh Uy) —0,ie (1, ..., k}. 
Folosind ipoteza E,, din teorema a.11 si din (283) deducem cá existá 
V vecinătatea lui (t, 2(t+)) în E**!8i u: V—E' continuă astfel ca să avem 
u (tys Z (în) = Ux şi să fie îndeplinite ecuaţiile 
(284) pi (t, v, u(t, 2) + pi (£) =0, te{1, ..., k} pentru orice (/, v) e V. 
Mai departe, deoarece Z(+) este continuá rezultă că există € >0 


astfel ca (t, æ (î))eV,pentru orice te (tx — ede, t, + €). 
Prin urmare, din (284) deducem 


(285) Pi (t, 2 (t), u(t, 2 (0) + pi (E) —0,26e(1, ..., k}, pentru orice 
te (t, — E, tu + €) , u(t, &, (4,)) = Ug. 
Deoarece u (-) şi  (-) sint continue, rezultă cá —— 
Uy{ )E Lo (to t1; R) dată prin 


u (t, &t)), te (ty — 9, t, + €) 
d (t), in rest, 


(286) a, (f) = | 


este continuă in tx ; deci f, este punct Lebesgue pentru «,(.) (vezi corola- 
rul a.2.). 

Mai mult, deoarece (4(î)eU(i), a.p.t. in te[t,, t], din definiţie rezultă, 
cá w,(.) verifică, 


(287) u,(t) e U (t), a. p. t. in te[4,, îi]. 
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În continuare, alegem H(t, ai = < v (t), f (t, @ (t), «) >, Q (t) = 
= U(t), te [fot], iar toate celelalte elemente diu lema 2.3.2 le alegem 
nule; din (282) si din lema 2.3.2 obținem 


(288) min < 9 (t), f (t, & (0), u) > = < 9 (0, f i62 (0, 40) >, 


ap. t. in te [ty 4] 


Prin definiţia mulţimii U(t) (vezi (256)), (288) se mai poate scrie 


(289) min dE (t), f (t, (t), U) > + X vs (0) pi (t, 2 (0), dd 


= Ch (t), f (t Z(t), 4 (0) +5 vi (t) Pi (t, Ž (t), 2 (9), a.p.t. în te [to t]. 
Mai departe, alegind u(-) = &(-), din (281) deducem 

(290) |< -2 [ctt fiim em >+ ¥ WO Pil BH), A) |: 

4 (f) > dt = 0, pentru orice Ai * ) e La (to t1; R"), si folosind (290) obținem 

(291) 5| «0,16 20,0)» + YO Pil 8, 2 | =o, 


a.p.t. in te [to îi]. 


Astfel, condiţia (258) a fost obţinută. Condiţia, (258’) este aceeași cu (274). 
(Vezi lema 11). 

Mai departe, vom obţine (259) din (280). Fie v(:)şi S(-) date in 
(260). Din (280) avem 


(292) — 0S 4 (5), 2*(5) > +> <8 (4) (5) 2 (4) A 


+ > f v; (0) < oP (t, & (t), (6), w*(t) > dt + 
i21 Jt, 0x l : 


e. ME JE (620,0) 2 (0,2 (0 > + 
9 Qa? : 


i=l 
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42 « PP yy & (t), &(t)) 20,30 EI (t, 2 (t), & (2) UG), 2 la 
ax Ou 3 H Qu? 3 3 3 | S 


pentru orice (2(*) «(.)) € M,. În continuare, deoarece a*(.) verifică 
æ” (t,)=0, (Vezi (289), deducem 


(298) <4) ae) »--X five (0 En, 4 (9), >a = 


= pr -2 « qt), a*(t) »di4- y Ü w (t) < 
isi vi 


Du. 30,200), emt >t = 
n o 


1 d 


h 92 , 
SA eroe t fie emeng 20 + 


to 


2 < Ert «v (0, f (& 20, 20) >) 2(0, &() + 
dit 


(mre is ao) >) i (t), à () >| at. 


du? 
Mai departe, avem 


1 1 Ach ep, - 
(294) — «8 (4) &(&), 2 (h) > ur» (0 « —5 (hE), 


3 Ltr d 
&()) z(t), 20) >dt = (e < S (t) z (0, 2 (t) 2 dt + 


k ch 029! |, -,. suu 
tX un 5E EO, item, em >at] = 


1 (^ 2? > 
aa <( < H(t), f(t, 20,20) >) z (1), B(t) > dt + 
2 Ox? 


bo 
+("< i ra, & (0), &(t)) T (8), 8 (t) 2(0)-àt. 
di 


În continuare, adunind (293) şi (294) membru cu membru, din (292) 
deducem că este îndeplinită condiţia (259). Demonstrația este încheiată, 
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Observajia 9. Fie [to WK: &yc E^, fixate. Fie To, T1e[to, ti] astfel ca 
Zoe Fie f: [tos t] X x Er x H'- E" continuă și g : RÀ"— E cu derivate par- 
, fiale de ordinul întâi EE Pie (x( +), at -)) eA Ott t1; E") X Lo (to th; E") 


fizată arbitrar. Atunci, avem g (x(t)) = 0, fe [To T1], (a(t) 54 a (8, (8), 


« (8) ds, te [ty t,]) dacă și numai dacă g (v (Fo)) = 0 gi < 


u (t)) > := 4, a.p.t. pe [ty t]. 
Orice restricție de fază de tip egalitate într-o problemă de control optimal 
este echivalentă cu o restricţie mixtă de tip egalitate la care se adaugă o 
restricţie funcţională de tip egalitate. 

Observatia 10. In condițiile ae dacă To = tagi g (v (t)) = 0, 
te[to 7,] atunci în mod necesar avem (za) = 0 şi restricţiile g(x e 0, te 


[to 711 (w(t) = 2% +f f (8, 2 (8), u (8) da) sînt echivalente cu < (2 (é)), 


f(t, æ(t)u(t)) > = 0 a.p.t. în [fo dul. Prin urmare, dacă în, SE de 
control optimal figurează gi o restricție de fază g (v (t)) == 0, t elta t] atunci 
ea se înlocuieşte cu o restricție mixtd de tipul egalitate. 


8 . 
S (a(t), f(t, x (0, 


$8. PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL CU RESTRICŢII DE FAZĂ ȘI MIXTE 


Vom aráta cum se pot deduce condiţiile necesare de ordinul doi 
într-o problemă de control optimal care conţine restricţii de fază și mixte 
de tipul inegalitate alături de restricţii mixte de tipul egalitate, 


1. Problema este următoarea ` să se minimizeze eo(2(î.)) + qo (E) 
pe mulțimea elementelor 


Ae ) u(+), £)eAQ (lo, t; R") x Le (to, t; R) x E? care indeplinese con- 
difiile 


lo 


(295) a(t) = a2, + y J (8, 2 (s), u (5), ds, teltat.], unde [to; t; ]C E, 
| &,€ E" sint fixate, 
(296) gi (a (0) + gi (E) <0, ?e( — m, ..., — 1), te(to t], 
(297) pi (t(x (t), % (0) + pi (É) < 0, 2.p.t. in te [to t], 
Zei — (m + 1), ..., — (m + 1)}, 
(298) $5 (t, æ (t), u (t))) = 0, a.p.t. în tel, ti], je (3, ..., Ek 
unde 6, €» do 9 » Po Pi și pj sint continue cu derivate partiale de ordi- 


nul doi continue in (^, *, E) iar g; are şi derivatele parţiale de ordinul trei 
continue. 
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Vom nota această problemă cu D Mai departe, vom transforma 
PZ într-o problemă echivalentă in care apar restricții mixte numai de tipul 
egalitate. 

În acest scop, considerăm următoarea problemă de control optimal : 
să se minimizeze qo(2(6)) + po (&) pe mulțimea elementelor (æ(-), ai A 
E), B( -))e(AC(ts, t1; E") X Lo (to, t; E*) care verifică cordiţiile 


(299) æ (t) = 2, + y (s, æ (8), u (3) de, te [toy h], 
(000 ` diem + 9 (E) <O, telin hh ie(— m, —1), 
(301) speid (D) + BY ( +> (R(= ape. 
în te a t], tE { — (m + l), ..., — (m +1), 
(302) — Sei u(i) =0, ie(1, ..., k}, a. p. t. in te [ty t]. 


Notăm această problemă cu P/. Vom arăta cá D este echivalentă 
cu Ph, în sensul că, fiecărui element optimal pentru D îi corespunde un 
element optimal pentru 7, 

Fie (2(.), &(.) E) optimal pentru P, Fie B (.) e L«(f,, t; E! definită prin 


(303) Bi = Y —2 (pi (t, 20), & (2) + pr (E)), ant, în 
Ze Da t], ?e( — (m -+ 01, ..., — (m + 1)). 


Deoarece (z(*), (+) îndeplinește (297) si (298) rezultă cá B( -) este bine 
definită, Vom arăta că [(2(-), 4(-), E), B(-)] este optimal pentru P7. Notám 
% = [(@(-),&(-), £) 6)( - )]. Prin definiţie 2 verifică (299) — (302). 

Fie, prin absurd 2, —[(z,(*), %4(-), Eh Bai UU astfel ca să verifice 
(299) — (302) si să avem (2; (5)) + po (5) « vo (2 (5)) + po (E). 
Deoarece z, verifică (299) —(302), (z(-), al le £j) verifică (295) — (298). 
Prin urmare (od *), *4(*), &,) este admisă pentru DL şi din qo(«(5)) + 90 (51) 
< $0(%(t,)) + 90 (E) se obţine contradictia cu proprietatea de optimalitate a 
lui (z(*), @(+), £). 

Astfel am arătat cá oricărui element optimal pentru P, îi corespunde 
‘un element optimal pentru GL, 

Procedind într-un mod asemănător se arată cá are loc şi afirmaţia 
reciprocă. 
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În problema 7//, comanda este perechea (u( +), 8( -)) din Da(ts, tı 5E") x 
Lolita t; R’). Înainte de a formula condiţiile necesare de ordinul al doilea 
pentru DL sînt necesare cîteva precizări. Fie 5¢(0,1) fixat arbitrar. 


Fie G, GGC (t, til, 4e( — m, ..., — 1), date prin 
(304) GF = (t: gi (w(t) + gi (E) > — 9, G; = (:g(2(0) + gi (E) = 0). 


Presupunem că mulțimile G; îndeplinesc următoarea condiţie (305) Gy 
dacă este nevidă, este formată din intervale, și puncte izolate, toate în 
număr finit, iar to, t € Gi, 4e(— m, ... ,— 1). 

Pentru fiecare te[t,, t,], fie A,C(— m, ...— 1) şi 
Q0) C R',ie(—(m +1), ..., —(m + 1)), date prin 


(306) A, = (i: gc(at)) + gi (E) —0) 
om Q(t) (ue R' : pi (t, (i), 9) + pi’ (2) — 0). 
Fie Bit, Y)C4— (m + l), ..., —(m + 1)), (t ujelo ta] x R', date prin 
(308) B (t, u) = {i : we Qi (0)}. 
În sfîrşit, fie U (t), U (t) C R', t elte t], definite prin 
(309) U(t) = (ue Ri: pi (t, $(0,u) = 0, ie {1, ...,5) Ëm = {ue U(t): 
Pi (t, 2 (t), u) + pi (E) SO te{ — (m +], ..., —(m + 1)}. 


Ipoteza Ñh. (8) pentru fiecare V :[11, t2)->R” absolut continuă, soluție 


" . ; 0g, ,- dd 0 Y * 
nenulă a sistemului b(t.) = à. a, (B (ca), e SE (6, 2 ml v(t) ` 


telti, 2], unde [7,, *21C Das 4], toe UG, «eR 4l, «4:0, sînt alese arbi- 
f T , 

trar vectorii E ( (t), wu) ) v (t), AR (t, Z(t), v), Ze B(t, w)U{1,.., E sint 
u Iu 


] : d 
liniar independenti pentru te [t Ta], (t, v) e &(-), 
(X) pentru fiecare (t, u) elto t1] x Er care verifică u e U (t), vectorii Pi 
d 


(t, Z(t), u), ieB(t, u), UAU (1, ..., k] sînt liniar independenţi, unde p, 
(4 2$, Al =< Ge (x), f(t, x, u) > pentru ie(— m, ..., —1). 
æ 
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_ Fie Di={tel Al: pitt B() SI +p <0 
ie(— (m 4-1), ..., —(m + 1)} si fie M, M CAO (hyt; Cd Ls ud h; Bry 
definite prin 


(310) xt = la EON: 2) =0 = e, SI 20 + 
| t dam 


+ Fe, aw a, teltat) < Lew, a> =O, 
Ou On 


te, Tel mn 1,7) (,2(), (0) 2() + Din, a, ant ot, 


te D, ie( — (m +0... — (m 1), P Qs (0, a) 2) + 


" e (t, 2 (t) &()) ëm — 0, teft t det, ..., K}. 
(310°) = | ic» (+): (ty) = 0,50 = CT i, a) ay + FF q, 
t dz Qu 


2 (9) €(t), te[t, 4] 
< SA (80), a = 0, el ie(— m, e 1], Ria, it, ai + 
0c CR 
+ Dn, am, 0) 20) =0 teD,ie(— Im A ln +1), 


ODE C Ee erus Opi - " ; 

SE o 4()) BLE) + Zi (t 30, 20) ém = 0, teltat] Zelt H 
În cele ce urmează, presupunem că se îndeplineşte următoarea condiţie: 

(311) pentru fiecare mulțime compactă K, K & U (4 O(a}, există. 


te&[fe, 1] 
V, XV,, vecinătate pentru (ti, w)eXK, ie(1,..., m), astfel ca 


ECU Vu XV, si Bit, v) = B (t, w) pentru orice (4 v) e (Vi, x Ra NEK. 

i=1 

TEOREMA 6, Fie (2( -), &( -), £) optimală pentru D, şi fie (305) şi (311) 
îndeplinite. 

Fie ipoteza E, îndeplinită. Atunci există oe "Ta t,]— [0,00) ?e (— (m + 
-H),...,—1) și vw :)eDa(to, t, 5 R), Zelt, ..., 1), astfel ca v; : ( +) este continuă: 
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la dreapta, descrescătoare, constantă pe orice interval care nu intersectează 
pe Gu v(t) = 0, pentru del — um E w(t) (pi (5 îti), Utp (ENI=0, 
a.p.t. în telto ti], pentru Zei — (m +1), ..., —(m + 1)? şi astfel ca să fie 
îndeplinite următoarele is T 


(312) H(t, 2(), ëm = min| zr, Su, uy — Y ` wäi Bn d 
ve?) semi) | 
= (t, tit), &(t)) = 0, a.p. t. în tefi &], 


Zei ; (m1 feh -— TP = 
S bi a (to) D m Or X Ian d Zen 


mal [ac (77 ôT q, sm! (S (t) + bi lUe 2 Ge (a(t) 2()-4- 00, 


(Eni & (t), am) z> + — > «(7 (t, 2(0), à(t)) ao > lare 0, 


pentru orice (2(-) , 4(:))eM. 
unde F(t, ol = f(t, H &(t)), iar "HY +) si S( -) sînt date prin 


(314) Hieu) =<b(), ftm ai 4 ¥ uzi (au) 


fe — (m+1) 


Ht) = 25 (a den AC H(t), 4()), apt. în tei, t] 


8() = 79 à». — e "(sie am) am +9052, em + 
+ Ge H(t, (t), &(6)), a.p.t. în te[t,, t]. 
do 
? tie cae DC te EE PP 
Observatia 11. In condițiile teoremei 6 avem < Dus (t, w(t), &(t)) «, 
u >>0, pentru orice Na a.p.t. în te[to, tı], unde 


ao Jee: <i < Pi, a, a(t), u> —0, ie Bt, (0)U AUC. A 


(Demonstrația se Nus la sfirgitul capitolului). 
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: În demonstrarea teoremei 6 este necesară următoarea lemá 
LEMA 12. Fie (î(-), &-), Z) admis pentru PL. Fie ipotera Él, şi condi- 
fiile (305), (311) îndeplinite. Pie d )eLo (în t; Er) B+ ebe (în tj R) 
je(0, 1,..., q}, astfel cau, (2) € Ü(t), Zelt, t], P! (t, 2 (0, w; (t)) Ion 0, te [tos 
ti], gel +)  4(*), unde w,( +) = (uj 7), B(-)), tar P! (t, x, ws) =(P; (t, Zu) + 
+p (2) += (64), ie( — (m +1), ...,(m + 1), pi (t, £, Us), ied, ...,k}> 


w; = Di, BER x R. Fie D (G, R) spațiul funcțiilor reale absolut continue 
definite pe G,, cu derivata mărginită, Zei — m, ..., —1) 
Atunci avem 


(e) (II D(@y B) )x DI Le (toy ty Brot = coc m():e(t)- 


Ze —m j=0 


= «S8 t, @() >, 
Ox 


j 
(e, m (t) = GT, EI wg) a), 4- 2E. ëm, w () o; (0, 
a Ow 
(o,(t) = L(t) + K,(t) mi(t)) Zelt t], (2(-), oo(*))e M, $e(— m, ..., —1), 
Eet d) 


unde WCAC (lg, t, ; E^) X Lolto 1, 5 RH) este dată prin 


(e) DE ={(@(+), streide 2 = Zo, mm em + F(t, auli), 
i da Qu 


te (lo, t, ], 


unde o(-) =(u(-),B(-)) € D, (toy t ; E^) X Lo (toy 0 ; E). " 

De asemenea, pentru fiecare (2( +), u( -))e.M (vezi (310)) există (Z4( *), Asil: ))e 
eM,(vezi (310^)), 3e (0,1) astfel ca să avem 

(C3) lim Lt) — z(t)| = 0, uniform în tefta 4], 


h PD 
lim NU — a ()|àt = 0; 


Va (*), 9€(0,1), verifică ||u5(*)]| <k, 3€(0,1), unde k este fixată. 
(Demonstratia se gásegte la sfirgitul capitolului). 
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2. Pentru demonstrarea teoremei 6 vom urma o cale asemănătoare 
celei date în demonstrarea teoremei 5. 

Pentru a obţine principiul de minim conţinut în (311) este necesar 
ca alături de variațiile locale să folosim variațiile de tip relaxat. În acest 
scop, problema D trebuie a fi pregătită. 

Vom formula problema auxiliară care se atașează lui P. Fie (a(-), 
îi(-), EI optimală pentru P4. Fie Pi, problema echivalentă cu D. gi care 
conţine restricţii mixte numai de tipul egalitate Fie {u,(-), .. ., gel UC Lo 
(fy, în; E) astfel ca u; (ei 2.p.t. în te[ty, til, Zelt, ...,q}, unde TJ (t) 
este datá in (309). Fie 


IER. ), BH), ..., BY (-)) C Lo (to, t, ; E") astfel ca să avem verificate 
(315) pt (52 (0, (0) + pi E) + ete — 0, 
a.p.t. în te[t9, 4], te {— (m +1), ..., — (m + 1}, 


je (0,1, ..., q}, undew,(-) —-€(-). 
Fie b= Duef: B°()) — (te(*)y EI gi fie X’ spațiul Banach 
t prin 


(316) X* = AO (f, t; E^) X Lo (ly, t, ; Rob 0*9) X E? Da (to, t; E?) 
gi fie 05: X'2 R, OF: X’ > Lo (t t5; B, $6(1,...,9, +1}, date prin 
(317) Do (x (°) w (°), $ « (*)) = po (2 (5)) + po (E) — (po (7 (5)) + po (E) 
Dj (z(:),w(*), 5 «(:)) prie (7) te {1, ..., g} gi 
9$,1(27(:),9(:), 5 «(?) =1-¥ &,(*), unde w(-) = (v(-),0(-))e 
€ Lo (toy ty 3 ROM) X La (1,15 ROY!) 0 (+) = Datz, (60) (= 
= (09(*), s ot()). 


Fie 2’ : X' AC (ty, 1, ;.E") dat prin 


(318) D GC), C) «C90 = o0 a (16. 


i 
fo 
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206) Za + sid Lf (6 2 (8), s (8) + ()) 


— f (8, æ (8), 2 (s) a Vo (yl hae, te Do 4], unde f, a gi (2(*), &(*)), 


sînt cele date in P4 w(-) = (v(-), o(-)). 
Mai departe, fie Y* spatiul ‘Banach dat 1 prin 


(319) Y’ = Lo (ty, bh: BREMEN) x AC (ty, i ; R°) 

gi fie T^ : X’ — Y’ definit prin 

(320) T” (m+), w(*), S («(*)) = CP'(2( ), w(*), 9, DC (59 C) C» 
20(*)-(9(:)c(-), unde P’: ER La (t ti; E**7*v) loste dat prin 


(321) P’ (z (* ), w(* ) , E) (t) = (pi (t, œ (i), Uy (t) + v (0) + ve’ (E) + 
el (7) + o LO, ie (— (m 4-0,..., — (m + 1)}, 


Pi (t, x (t), w, (t) + v,(0),?e(1, ..., k} je{0, Lag 
te Da EL t= &(-). 
Fie 5e(0, 1) fixat arbitrar. . 
Fie 9? : X* —— C(G? ; R) dată prin 
(322) O, (2 (*),w(*) 5 «(-)) (t) = gi (2 (6) +a (8), 
te Gi, ie(— m, ..., —1) , unde G; este dată in (304). 
Fie Z5 spatiul Banach dat prin 


-1 
(323) Z; = ( II e (4 5, R) Ex La (ta 3 tt) 
Zen -m 


şi fie © : X* —Z; dată prin 
(324) d (:)(9 50), e, 9 (+), Dl) Dil) ees Daza (°) 
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Cu aceste notatii, considerăm următoarea problemă de control 
optimal : să se minimizeze 05 (z( *), w(-), E, «(-)) pe mulţimea elementelor 
(2(*), w(*), E, «(* ))e X care verifică condiţiile 


(325) O (a(-),w(-), É, a(*)) (t) <0, te GY, ie { — m,..., — 1}; | 
Zeit Eet: )) (t) > 0 aptin telt t], Zeit, ...,9 +1}, 
(326) T'(z(-),w(*), & «(-)) = Ox, unde Os este originea in F’. 


Notám această problemă cu P, (8). 

Fie 35^ (:) = (0,(-), 0,(*)), unde O,(*) eL (to în; Ret") si O,(*)e 
ELo (fy, t, ; R+) sînt originile. Fie O, (+) eL (to, ti; E*) originea spa- 
tiului L(t, t, ; E°). Fie 2* = (2(*), 0(-), E, 0, (+ )). Prin definiţie, deoarece 
(2( +), &(-), £) este admis pentru D, rezultă că x verifică (325) și (326) ; cu 
alte cuvinte # este admis pentru P,(3). Deşi (@(-), &(-), Z) este optimal 
pentru Di, de aici nu rezultă faptul cá z* este optimal pentru P’(8). 

Pentru 2’, chiar in condiţiile teoremei 6, nu este adevărată nici má- 
ear o proprietate de extremalitate de gradul zero. Teorema 6 8e va obtine 
în baza faptului cá 2^ posedă o proprietate de extremalitate de gradul al 
doilea pentru P,(3), 3e(0, 1). În lema următoare vom formula, mai precis 
această proprietate de extremalitate a lui @ relativ la P, (3). 

Fie O$ C Z; conul convex deschis dat prin 


-1 
(327) Q3 = OF (8) x Q x Q3 „unde Q; (è) = mO (G3; R), 


05 C R, Q93 C Lo (to t; ii) sînt date prin 


(828) 8 (3) = {0 (+) = (O,(+), ie { — m, ..., —1}) : max e; (t) <0}, 
teG; 


(329) Q5 = {t:t <0}. 


(330) QR ={w(-) =(a,(-), ¢€(1,..-,¢+1)} : ad min o, (t)> 0}. 


LEMA 13. Fie (£ (>), &(-), Z) optimal pentru PL. Fie ipoteza Hi, gt 
condiția (311) îndeplinite. Fre b= ((us(-), B(*),.., (Mel >)» Bä: ))} aleasă 
astfel ca u,(t)e U(t), a.p.t. în [to t], tar BL: ) îndeplinesc (315), unde @-) = 
gel: ). Pie P, (8) problema auwiliară corespunzătoare și fie x = (3(*),w* 
(*),£, 0.(*)). Atunci 2, este (D^, O8; 7207) extremal de gradul al doilea, 
pentru fiecare Se(0, 1). 
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Observajio 19. In condițiile lemei 12 proprietatea lui a^ de a fi extremal 
de gradul al doilea depinde numai de condițiile de netezime impuse datelor 
problemei PY. Dacă presupunem că functiile care definesc pe Pf; sînt continuu 
diferenjiabile de ordinul p(p>2) în (v, u) atunci, cu o demonstraţie analogă 
celei care se dă lemei 12, se poate arăta că x este (D^, Os; T”, Oyb) extremal 
de gradul p. 

În obţinerea teoremei 6 este necesară și următoarea lemă 


LEMA 14. Pie (GI: UC AT %) optimal pentru D. Fie ipoteza Ñh ei 
ee (305), (311) îndeplinite. Atunci există v: [ta GL, 00), iei 
— (m+ pă (4,7 1], astfel că v,(-) este descrescătoare, continuă la dreapta, 
v; (4) =0, Wl: e este constantă pe orice interval care nu intersectează ket me 
Gi, pentru ie( — m, ..., —1)w(:)e Lo (to t5 R) pentru Zei (m + gé 
—(m + 1)) și există di Jee (to, t1; E), ue(AC(t, în; E"))*, Zell, . A, 
astfel ca să fie îndeplinite 


(331) <Å% GQ), yt) E t wf EE y> + 


îm — (m+) 
Op: OD; On; 
EE SN " | < PL y< + <P, 
(i) > Jar - | xj < $58. ty y(t) SA+ (919 C 90) > 0 


pentru orice (y(-), 9$(-) € AC (to t; R^) XLolto t, 5 R) st pentru orice u(-) 
care verifică u(t) eU (t), a.p.t. in te[t,, t], 


(ep 


(322) E ®+ 5" (^ v(t) dt) Vë (B+ b v Déi. 


i= — (m+l) im-m T 


92 ei —(m+1) ph 02, 
maintenant Y wa erts 


fo—(m+l) die 
prec D u(t); P a 7] uon 
| S out 
=, Y x ——r Gt) z(t), Z(t) > dv, (t) + X a v; (t) [<5 ZE aam =F 


0? p; 
+2< oru u(t), 2 (0) — + 


" 4 
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+p (2a (2(*), w(*)) 20 pentru orice (2 (*), u(*)) e M (vezi (317)) 


2) E, E> + 


i Poe rey Și ge 
(333) «RO BE>+ Xu e 


X, D w (t)dt) < ee aE & E>>0, 
fo 


i= —(m+l) 


pentru orice Ec R? care verifică < e (£), E > =0,< E: (2), E >=0, 


dE 
2 af 2 , 
SC D >= 0 unde S , ZE, ZE Ape dag sînt luate în punc- 
e ða? 0x9u du u? 


tul e See 4(t)), iar DY şi D, sint definiti prin 
(334) 21 (y (*),v(-)) (t) = y (8) -$ [51 Bley (0) + Lf (s, & (8), € (8)) — 
fo 


— F(s, 8 (0)] + Mi (s, à (9) déi de, te [toy Al 


: " | 
(895) 9, (2(-), 8C (0 = (— ite [<2 (s, Sisi 2 (8), 2 (8) > +2< Ë 


(5; & (9) à(9), ail Ke of (s, & (8)) eil & (8) >| ds, jet ea T) 


ie Tes t], unde T = (f... 2 ). 


5. Vom demonstra teorema 6. Prin ipoteză sint îndeplinite condiţiile 
lemei 14. Atunci, vor exista v, (°): [to 5] > [0,00 ),v,(: Je (to, #3 .E), 
pe(AC (th; R^)* ie( — (m + ]),..., — iy, je, , k}, astfel că 
v; (^) este descrescătoare, continuă la dreapta, vw (5) = 0, M (*) este con- 
stantă pe orice interval care nu intersectează mulţimea, G; „pentru e( — 
bis — 1) şi v; (* ) € La (to, ti; R), pentru del —(m--1) , ...,— 

— (m ZR 1)}gi astfel d să fie îndeplinite (331 —335). 
Luind în consideraţie definițiile lui q ( : ) şi S (-) (vezi (314)) deducem 


(336) les + (835) =) < p(t), y (5) + = <8 (h) Z(t), 2 (4) > + 


0p, 1- dn, 
zé) "ml 2 y()>+ i, o> += < TÉ ss) + 


17 — c. 894 
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Bec LE az) >+2 <ia $0,89]a - Y ; ee Zem 


i 


y(t) > += < ^U inni] dw (t) + u (2? (y (C) 9 (0) + 


FLAG)» 8C) 8 pentra orice (y(+), C) € AC (ty hy Bx 

Dew (to, $5 RB’), U( +) € Lo (to, t5 E"), u (t) eÜ (t), apt. in tellt t] si 

pentru orice (2(*), @(-)) ¢ M (vezi (317)), unde 7 = {—|m-+]),..., 
— (m +1) 1,..., k} 


În EA alegem v(:) — 4(:), și pentru fiecare (z(*) 
&(*)) e M definim 3, (+) e AC (to t1; R”) astfel ca să avem 


(337) Si (Fa (+); 0)-+ 9,00) 8C) =0. 


Din (336) tinind cont de (337) si alegind v(:) = 0, obţinem 


(338) 0 << W(t), te (4) ti g € Sth) Bh) 2()2 Y A v (t) 


[<2 no+ <22! z> < Lg am, 2 (0) +2 = 


< SP (aq) a(y>| — Y NE 99. Gm dy (t) > + Ge ae An (GI 


i=—m dia 
z (0,2 (t) >] d v, (2), pentru fiecare " ), î(:))e M gi y, (+) care verifică, 
(337). —— e(t) d v, iV = Sé Y; OF dt, pentru orice 1¢}—m, 

— 1} şi orice ei, ie AO (ts FA ; E) care verifică c(t) = 0, obţinem 


~1 D , 
(339) — X $ EE 99 (5 (0), de (0) > + =< n GI sm, 200 >] 


ia —m die 


dv, (t) Z XS " v; (t) EE PA. ge E T— Wi 2 (0,z(t) > + <22 : 


ü (t), 2 (t) >+ — LIE u(t), w(t) >| di, unde p; (t, 7, u) = 
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<% (£) f(t, x, u)>. În continuare, luînd in x (339), din 
o obtinem 


(340) 0 << Y (5), Ja (h) > + = =A) TO a) b ME A 


to aa” 


în (t) > + >< Ez, 2) > «T a, 2() + SE aq) 


ü (t) >| dt, pentru orice (2(-),49(-)) € M şi d (-)e AC (ty, 5; R”) care 
verificá 
G4) & (à) = 0, Se II e, ema + SL, 80) 2 0 BO) + 


+F e, 20) a am ++ 2 e, 30) à() em ant în te [f t] 
Ox ðu 2 du? 


(vezi (337)). | 
ad 


Deoarece jy (4) = 0, E(t) — 0 avem < Q (t), J (h) > = | < 
t 


h 
< d (t), Ja (0 >dt sl S (t)z (t), z (4) > = Fi ZS < S (t) 2 (t), 2 (t) dt. 
lo 
Mai departe, tinind cont de definițiile lui }( -) gi S( +) (vezi (314)) din 
(340), prin calcul direct se obţine (312). 
În continuare, vom deduce (311) din (331) gi (332). Se observă că 
(332) este identică cu condiţia a doua din (311). 
` Alegind (3, (-), 9 (*)) astfel ca să avem 2* (Ju (*), 9(-)) = 0, din 
(331) deducem 


(342) < Y (h), Ju (th) > + SL a wf <2 


a i att) > + «gi, 3 (i) »Ja- 


xj ja 8gi aa (t), a(t) > dv, (t) > 0, pentru orice u(:)€ Læ (ty, 
Xi 
t,; E") şi orice i (-),0(-)) EAC (to, ti; R") x Lo (to, t, ; E") care verifică 


(343) u (t) € Ü (t), acp.t. în te [ty ty], Gy (5) = o, Se = PT & () Ja (t) 


+S (t, (0 u(t) —Flt, SI + Zn & (1)) v (t) a.p.t. în te [t,t] 
(vezi (3, (°), v(-)) eker 2*(*)). S 
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Deoarece j,(i,) = 0, integrind prin parti, avem 


(344) - Ef EE 99. (3 (0), Gu (t) > dw, (1) -X Jj v (È< Hia o), 
J (t) > at = XX v (8) [<2 WO IP e(t H (6580) 
u (t)) — pi (t, 8(), &())] dt. 
Folosind (344), (342) devine 
(345) < ph) >+ Y t » () E AP pa 


t= — (mal) 
[t 


on Le) >] dt 
du 


+ Y "a (t) (pi (t, Z(t), € (t) — pi (t, z (t), & (t))) dt> 0, pentru orice 
ai: Ku Ju (+), v(*) care verifică (343). 

Mai departe, din J, (t) = 0,avem< w(t,), 9, (4) > = E =< 4), 
7,(t) > dt, şi folosind definiţia lui 4 (-) şi oi, d din (345), prin calcul direct, 


se obţine (Ë (t, 2, u) =H (t,e, u) — E vaii, @, w) 


i= = (m+) 
Ten zm, vm — £62 (0) + 


+ <= (t, € (t), d (t)), v(t) SEA 


(346) ) 


pentru orice u(-) care verifică u(t)eU (t), apt. in te[t, 4] şi 
pentru orice v (>) € Lolla bz E"), unde H e dată in (313). Alegem u(-) = 


= & (+) gi din (346) pentru v (t) -2 (t, x(t), &(t)), te [tot], obţinem 
d 
Ian . S 
| namen di = 0. Prin urmare, avem 
t | OU i 
oH ,, - îi 
(347) Ces (t, æ (t), & (0)) = 0, a.p.t. in te [to t]. 
În continuare alegem 2 (:) = 0, si (346) devine 


(348) j; [E (t, Z(t), w(t) — H(t, 20), 4())] dt> 0, pentru orice u(-) 


care verifică, « (t) e Ü (t), a.p.t. in te [to 4]. 
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Mai departe, folosind aceleaşi argumente ca in demonstraţia teoremei 
5 (vezi (283)) se arată că mulțimile Ü (t), aw proprietatea L (vezi lema 2.3.2). 
Fie Q (t) = Ü (t)x(v(0), te [to ti], unde v(t) = ( (t), ?e( — +1), 
2, —1, 1, ... , k}) este cel care intervine în definiţia lui H (vezi (320). 
Fie © (t) = (ü (t), v(t)) si pentru fiecare u(-), u(t)e (t), te[t,, 


r+k+m+l 


t] fie w (t) = (u (t), v (t)). Fie H (t, w) : [to le R, definită prin 


(349) A (t, w) = < «(t f(t, 2(5),u>> +5 v Pi (t, c (0), u ), w = (U,V). 


i0 
În aceste notații, folosind (313), din (348) avem 


(350) ( [EH (t, emm — A(t, W(t))] dt > 0, pentru orice w(-) care veri- 


fică w (1) € Q(t) ap.t. in te [t, t]. 

Mai departe, deoarece U (t), t € [to t], îndeplinesc proprietatea, L 
atunci prin definiţie și Q (t), t e De t] îndeplinesc proprietatea L, iar din 
(350), folosind lema 2.3.2, deducem 


(351) A(t, w) — A(t, w(t)) > 0, pentru oriee w E Q (t), a.p.t. inte [tos t] 


ceea ce reprezintă condiţia (311) şi demonstraţia se încheie. 


§ 9. PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL CARE CONTIN FUNCŢIONALE ` 
DE TIPUL AD. MAX. g (t, x(t), u (Ð) 
; tS [bose] 


În general, o funcţională e: C(t, ti; R") X Lo (toth; R')—>R 
dată pna plet J A) = sn ma qns v (6) w(t)), unde g : Da lx E" x 


x R'— R este o funcție cu derivate parțiale continue, nu este diferen- 
tiabilá Fréchet. În cele ce urmează, vom arăta cum se pot obţine condi- 
tiile necesare de ordinul al doilea intr-o problemă care cuprinde si func- 
fionale nediferentiabile Fréchet de tipul dat mai sus. In acest scop, 
pentru a fi cit mai expliciti vom alege o problemă mai simplă. 
Fie următoarea problemă : să se minimizeze functionala ad x "AU (t, 

x(t), u (t)) pe mulţimea perechilor (z(-), «(*)) € AC (to t; R )x i. (to, 
t; R’) care verifică următorul sistem de ecuaţii 


(352) æ (t) = 2 + f(s, 2 (9), u (8)) ds, te [to t] unde 2, € E" si [ty 4] 
to 


sînt fixate. 
Presupunem că g şi f sînt continue împreună cu derivatele parţiale 


2 2 2 2 2 
de ordinul doi 99. My. OH 2, Zi „Îi je e (1,..., n), unde 
ax?’ ðxðu’ Qu?! da?’ Ae du’ du? 
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Í = (fy. fa) Notăm această probent cu I. Mai departe, vom asocia 
acestei probleme una de tipul P^. - 

= Fie č e.E un parametru. Definim următoarea problemă : să se mini- 
mizeze & pe mulțimea; elementelor (z(-), u(-), £)e cM t; R")x 
X Lo (lo, ti; E/) x E care verifică condiţiile 


(353) æ {i = a, dr Ti, 2 (s), w(s)) ds, te [to t], 


fo 
(354) g(t, w(t), u(t)) <b a.p.t. în tei, t]. 


Notám această problemă cu II. 

Se observă că problema II conţine o restricţie mixtă de tipul ine- 
galitate gi cá este de tipul problemei D. De asemenea „problemele I şi IL 
sînt echivalente, în sensul că fiecărui element optimal (2(:),8(*)) pentru 
problema I îi corespunde un element optimal (Z(-), @(- » EYE — ad 


max g g (t, à (t), & (£))) pentru cea de a doua gi reciproc. 
€ [^ . hl 


Ín continuare, folosind teorema 6, vom deduce coriditiile necesare 
de ordinul al doilea pentru problema IL'care vor fi în realitate condiţiile 
necesare. de ordinul al doilea pentru problema I. Fie (2 (:), &(-)) optimală 
pentru problema I. 

Fie = = ad. ms g(t, & (t), &(t)) si fie D C [ty t] data prin 

€ (lo. 6) 


(385) D = (t € [to t1]; g (t, & (t), &(0)) — Ẹ = 0}. 


Pentru fiecare t € Da t], fie Q OH Ü (t) C R' date prin 
a Ü (t) Ds ce opibus eroe e etu d qu (s 
E = 


în cele ceur meazá, presupunem că este îndeplinită următoarea 
condiţie ` 


(357) vectorul 2 Wé a (t), u) este gen pentru fiecare (t,'%) € = [tos 4] x R' 


care verifică, ue Qu. ` 8 
Fie M C AC (los bi; R^) X Lo. (t, i: m) definită 1 prin 


(358) it ={o(-), LV ail st) cR TOL 


ES n 0) «t0, 


tet, AS, ëm, at) eg Li, 20, am ut — 6, ien]. 
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TEOREMA 7. Fie (2(*), ă(-)) optimală pentru problema I şi fie condi- 
Ho (357) îndeplinită. Atunci există v(*) € Lo (to, t15; [0, oi astfel că 


h » ; zu P | S 
\ v(t) dt >0, dn (g(t, Z(t); GI — £) — 0 à-p-t. în [to t] și astfel ca să 
fie indeplinite următoarele : 


(859) <4 (t), f(t, ëm, A = min <y (0, f (t, È (t), v), apt. in 
ue (2) i d 
te Da h], 
= (t, &(t), &()) = 0, ap-t in te Da h], 
4L 


l h 
(360) is | v(t) dt 


to 


een fi (<a, (I om Tagen > + < (T 


(t, 2 (t), 
emt lem > E s (575 ž (t), d à (t) >] dt > 0, pentru 


orice (© (*), 4(*)) e M, unde F (t, a) = f (t, v, U(t)), iar H este dată prin 
(362) H(t, x, v) 2 od), f(t, v, u) — --»(t)g(t, v, u); 


V (*) și S(*) sînt definite prin 


(363) 4(&) = 0, — SH, 20), 80), apte în tei ti], 
a _35_(27 zu) EE 
84) eo -r- (eso) 8 soe s) +55 ex, 


&(t)), &.p.t. în [to t], 


unde O e L (R”; R”) este matricea cu toate elementele nule. 

Demonstraţie. Pie? = ad. max g(t, x(t), ă(1)) si fie problema II aso- 
ciată problemei I. Avem că (2(*), 4(-), Z) este optimal pentru problema 
II, iar problema II este de tipul problemei Di, l 
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Deoarece prin ipoteză este îndeplinită condiţia (357) rezultă că 
se îndeplineşte ipoteza #/, pentru problema II (vezi teorema 8.6), condi- 
ţiile teoremei 8.6 fiind verificate pentru problema II, rezultă că există 

_ vt [to ti] — [0, 00), v(:) € Lo (to ti; E) astfel ca 

v(t) (g(t, a(t), î(t)) — E) = 0 a.p.t. in te [to bi], si astfel ca să fie 
îndeplinite condiţiile (311) — (314). Din (311), prin definiţie, se deduc 
(359) si (360). De asemenea, tot prin definiţie, se deduc (361) — (365) din 
(312) — (314) si demonstraţia este încheiată . 


2 ; 
Observafia 13. În condiţiile teoremei 1, avem — tU x(t), ă(b)u, 
d 
u >È 0, pentru orice ue Õ (t), ant în [to tu], unde Õ (t) -(weR': 
29, - = 
« — (t, z (t), à (t), u>=0). 
ðu - 
Această remarcă este consecința imediatá a observației 8.11. 
§ 10. DEMONSTRAȚIILE LEMELOR 1.1, 2.2, 5.4, 5.9, 7.10, 7.11, 8.12, 8.13, 


8,14 A PROPOZIȚIEI 5.3 ȘI A OBSERVATIEI 8.11 
Demonstrația lemei 5.4. 


Fie h(:)e Le (to, t5 R’) aleasă arbitrar. Fie sistemul de ecuaţii 


(364) Ge (t, x(t), v) z £220, æ (t),u) ü = h(t), a.p-t. in te[to, ti], 


FP" M | 
unde 9 —(5,, ..., Dm), (5, Ale: (vezi 0.14), iar necunoscuta este 4 e E]. 


Deoarece vectorii 2 (4 w(t), u), elt, . "ty m), sînt liniar independenţi 
rezultă cá pentru fiecare (t, 4) cül) există o vecinătate V, x V, a lui 
(t, u) şi un minor (m x m) M, , (5 z(-).,)al matricei Ei ,0(*), d astfel 
ca pentru orice (s; v) € V,x Y. matricea M,, (8, &(8), v) să fie nesingulará. 


Fc 
Mai departe, din propoziţia a.1 avem cá OI.) este compactă si deoarece 
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p 
$(.) C U V,xV, deducem cá eist o subacoperire finită V, x 
p 
(nee) 


V. elt, , ,,Dasttelon a) )c U Y, x Ya. 


. În continuare, din sistemul (364) rezolvind în raport cu 4 rezultă 
cá pentru fiecare j e (1, ..., 1}, există matricele H,(t, u) (n x r) gi K,(tju) 
(m x r) cu elementele functii continue astfel ca sá avem 


(365) oe (t, u, %) = P e + E(t, u) h(t), pentru orice (t, v, z) € 
eh, X Vu, x E". 


m 
Mai departe, din NONE al avem (t un e GI. M t. in (el " 


şi prin urmare, (t, 4(t)) e U V, XVu 2.p.t. int € [tos t4]. 


Din (365), înlocuind. u prin &(t), obţinem că există 4 : [to 4] x Ki 
— R’, u(t, x), măsurabilă şi mărginită m t aaa fiecare æ fixat gi KC 
în g pentru t fixat astfel ca: — - SCH Kë eg 


(366) em, 2) = H(t, om F+ K(t, 8(0))h(), m em ERR 


+e yt Blt), 40) Al 9 = BO, aptent e Lo h) 


ee orice Z e R^. — EUMD ` 
n continuare fie z( -)eAC(t,, 5; R”) soluția sistemu. 


(307) ® (to) = 0, ZI B+ Bit) îti, xte[ hl ct 


Din (366) gi dE. ge E piar dorită gi addc este 
incheiatá. 


Demonstrația lemei 3.9. 


Prin ipotezá sint vorilicste condiţiile lemei 5.5 Din condiţia NA 
(vezi lema 5.5) avem JÆ Ø (vezi (10)). Mai departe, din condiţia (EBI 
(vezi lema 5. 8) există (u2( - ), «$( ), ?e(1, ..., kK) Ua] C 4, (vezi (109)) astiel 


ca să ec) «d (i), fü, 20, ut (0) BEN R(t) > dt>0 di «à 0, 


ft &(t), wi (t)) — Flt, æ(t)) >dt <0, DE ie(l,...,kjUa. Deoarece 
46 C e (vezi (10) a avem dei » W SÉ Zeit, , „HU ace gi. demonstra- 
tia se incheie. ! | 


266 Teoria generală a problemelor de extremum 


Demonstrația lemei 2.2 


Vom proceda prin absurd. Să presupunem cá 2 = (a( +), oq( °), D Du 
este (ët, OF ; T°, Oy») extremal de gradul al doilea pentru P,. Prin definiţie, 
vor exista c şi "gt e X^ astfel ca să fie îndeplinite următoarele condiţii 


(368) : de, 5. E or ’ aT Et 2) = 07, & = (y(*) 8(*), EN gi = 
= (y*(+), (+), E), 


(369) ao? (à A at) = d? Q'(z,; x, 2) e 08, d T^ (&, ; a1) d 
MY PEN 
Taa T’ (%,; 8, ©) = Ors. 


Deoarece OF este o mulțime deschisă rezultă că există. > 
wo, € 22 si V o vecinătate a originii în X’ astfel ca să avem . 


(370) dO’ (ž,; x! Leit = d:0 (%,; z, le Bo, pentru orice ze V, 


unde ,, < O^" este relaţia de ordine pe care o determină conul O in Z? 
(vezi 0.3) Din definiţia lui T^ (vezi (26), (27) şi (29)), folosind (369) de- 
ducem că sint indeplinite următoarele | 


(371) < Ce (5) Xt) > +< DÉI. x Zr Vee SE E Dm H(t) 


ju) >+< E (E) E, E >= 0, pentru ie (1,..., E), 


d 


(372) yilt) =0,€ =d äi (i) zë a} ) (fj 8(0)— F (t, ž (0))-- 


Tim 


+ Sa, o (e, a em — an) 2 3 EI 20) $0) 34), 


j=l 
8. p.t. in te [t t]. 


Folosind „definiţia lui O? (vezi (23) — (28) si (29)) din (370) si din 
definiția lui Q$ (vezi (25)) deducem că există 3, — 0, astfel ca să fie 
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îndeplinite 
(373) < 5% Hey, y) <? 79 (D, a> +] < Sein sti, 


à*: Nu e l _ Si | 
ae, (E) E, E, >< — d, pentru i e (0)Ua, 


g(5) >+< 


ma «2E G0), > EE, eo e [e Sham a, 
g(t) > na SC r E) t, E> X — Bn pentru orice teG, jed, 


(375) af (t) > 8, 1 — Y a (t) 2 99, a.p.t. în te [6,5], $ e (1, -.., gh. 
H UEE i= 1 D a 
Mai departe, din (368) avem 


(376) < oe (80) gi) + «A E), E = 0,4 (1,...,4},unde 


aE 
g(°) verifică 


(377) lt) = S = Lie, emm g(t) + Xs (0 (f, (t, SI — T BO), 


a. p.t. t € [t tul. 
Din definiţia lui 4, (-) (vezi (5)) rezulta că avem 2% Zu (4), ğ (h) = 


= Slam uo, fit à(0) — 716, (0) > dt, pentru DÄ (-) care veri- 


jel fy 


ficá (377). Mai departe, prin ipoteză (vezi ipoteza E) vor exista 98 C» 


ie{l,...,% + 1) care verifică (377) şi S CR sferă închisă ‘cu centrul 
în origine de rază unitatea astfel ca 


Ow ,. EIE 
(378) S8 C Co (4, ...,2,4 ), unde z =< e (Š (h) dili) >, iar 


2, ...,2,,, Sint în poziţie generală (vezi propoziţia a.5). 
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Fie PC R**! dată prin 


(809 ^^ P = {P= (Pn EE X 9, = 1). 
Pentru fiecare pe P, fie o Ae AC (tọ; bi; 8"), Œ (-) E€ Lolto $5 R) 
definite prin’ 
E kal k+1 
(380 #.(-) = > RH), PC) = PE a; (+), unde (9,( +), &;(-)) 


verifică (377). 
Din (378) avem 


(881) ac ZE Ga» ras < ran) > io el 


În continuare, fie a: [0, 1] x [t, 4] x P — R* dată prin 
(382) a (e, t, p) = eo! (t) + &à(à*(-) + a(.)). 


„Deoarece oi) îndeplineşte (375) rezultă că există e € (0,1) astfel 
ca să avem 


Q 
(383) a; (s, t, p) 2 0, V, «(e t, p) & 1, a.p.t. in t elito, t] pentru orice 
Fa E 


(e; p)e [0, £] x P. 
Fie ag: [0, £o] x [tos d x P>R datá prin 


(384) &(e, t » p)=1- $ a; (e, t, SH 
Fie P: [0, E x fis ^i x R’ x P — E" datá prin 


(385), Hie, t, $, p) = a (s, t, p) fi (t, 2), unde fo(t, 2) = [IU 2), 


. lar f; (t, x) sînt cele care intervin in (372) si (314). 
| , Mai i si fie sistemul 


~ de 
(386) dt = F (e, t, v, p), æ (to) = £o, tE [to t], eet, £], pe P. 
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Prin definiţie avem f (t, ei = f(t, æ, &(t)), f, (t, æ) = f (t æ, 1, (0), 
unde wl: le Le Da t; E'). Folosind teorema 2.9 rezultă că există 
e; € (0, PN astfel ca pentru fiecare e € (0, el există a (*, p) € AC (to, t; 
E",w(:,9)€Ls(t, t; R’) astfel ca să fie îndeplinite următoarele 


(887). ae (to) p) = tw Se = f (t, a (t, P), ue (t, p)), a.p-t. în te[fo, h], 


(388) 9, (t, P) = Ye (t, P) + o(s, t, p), (t, pe [to 4]x P, unde (y(*, p) 
este soluţia ecuaţiei (386), iar o(c?, t, p) verifică 


(389) lim 2°52) _ 0, (t, pe [t, 1] x P, 


8-0 e? 
(390) a (t, .): P — R” este continuă pentru fiecare t€ D, 4] fixat, 


(391) us (t, p) = w(t), te A; (c), je {0, 1, ...; gl, &(*) = Mel "jk unde 
A; (£) jefo, 1,..., q}, sînt măsurabile, disjuncte două cite două şi 
Ü A; (s) = [to ti], pentru fiecare e € (0, gel, 

x Mai departe, din teorema 2.8, şi din (385) avem 

ide Ye (t, p) = & (t) + sg (t) + e* (J* (t) + y! (0) +8 (e°. t, p), unde 
lim DIS PIL — o, uniform tn (4, p) € [los h] x P, iar y C) yi gP C) 


sint definite in (372) si respectiv in (80). 
‘Mai departe, folosind (388) si (392) avem 


(393) qi (m (5,)) + p1 (E + cE + 2%!) = oi (F(t) + ec (£) + 


ed Senn gy) + «29. 2 SEO Eege 


e = SE gi Gi I, pt) >+ < ( >+ 
+= < LE (Ë) t E» | Lei < dei 2 (GI # (5) > + oi (e? p) unde 


oi (c?, p) verifică 


(394) ©. o$ (e?,:): P R* este continuă, 
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i Joi(s*, p)| 


£30 g? 


(395) = 0, uniform în pe P. 


Mai departe, folosind (371) şi (376) din (393) deducem 
T JA E ZU : os ðo ` ode 
(396) — e'(ze(h, p)) + (E Le + 228?) = e? ( re (€ ul FP (4) + 
Loisi, p) unde e = (ën, en Pky P” =(P Fe)» (6%, p) = 


= (0, Lef, p), ..., of Lef, p)). 
Fie 3 € (0, 1) ales arbitrar. Din (381) rezultă că avem 


(397) SC (Es (x n) F (4): pe P| , unde SC R* este sfera închisă 


cu centrul in origine şi de rază 3. Fie p: Ss — P continuă dată prin | 


(398) p(z) = (Pi(2), ..., Drun (2)), unde p, (2), ie n . k + 1}, sînt 
coordonatele baricentrice ale lui z relativ la z; = Ge (& (4)), K (AKT 
ie(1,...,k +1} (vezi 0.16). 

Folosind (384) si (385) avem | 
(399) D Ss — Sa, pentru e(3)€(0, so) (8) < 3, sufi- 
cient de mic " 0,(s*(8), p(:)): Ss > R* este continuă. 


n continuare, din teorema lui Brouwer de punct fix deducem 
că există 2,€ S4 astfel ca să fie îndeplinită ecuaţia, 


o, (E° (8), p (25) 


EI + 23 = 0. 


(400) . 
Din (397) si (400) rezultá cá avem 


(o M OV POP + (ZE (E) get) = 0, unde p (3) = 269. 
KR | e? (8) .. Lea 


Mai departe din (396) avem 


(402) er (tem (tr, (8) + oi’ (E +e(8)E + e2(8) E) = 0, fe {1,. 
pentru fiecare ò € (0,1), unde Ses; (°, p (8)) soluţia ecuatiei (394) verifică, 
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(403) a (t, p(3)) = A(t) + ©(8) FC) + e (89) (P(t) + y! (0) 4-6 (s*(8), 


528) Eld) < im CHOR p0)) — 0, uniform în te De 4]. 
E 


În continuare, din (368) si din definiția lui dp (vezi (29)) avem 


Ze 


(404) <12 Sdt (4), (5) > + < ot 


(È) > «0, pentru ie (0) Ua, 


(405) «3 qo), gj) >+ < a (D, E><0, te, je A. 


Folosind (403) — - (405) şi (373), (374) obţinem 
(406) ei (Zu (tup (8))) -- (E +e(8) E + e*(3)8 < ea -& L 


o; (£? (8)) 
. e*(8) 


(407) eium (5, RIED Of (E +e (8) E +02(8) 2) — De) + 


|, ica, 


"Iam « 8 ES 
re: o|- SCH, 


(408).  gizeit SIP + g (E Leif Lei E) < 
0,(c*(8)) 
< ol Ee | 
pentru orice te G7, j e A, unde 0, gi 0; verifică, 


o,(s2(3)) ` A wu GNO S, i 
OS ame LU a 


Deoarece pi (2 (4)) Lei (E) <0, e (—m, ... ns iar g^ (2 (t)) + 
+ g; (E) « 0, pentru orice tE [tọ t] şi orice je ü,. :; DNA, din (403) 
şi (406) rezultă că există 3, suficient de mic astfel ca să avem . 
(410) Pi (Lew (44, P(8))) + e; (E +e(3)5 + e2(8) £1)<0, pentru 
ie(—m,..., —1), 
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(411)  gj(Z«s(5, (8))) +g; (E + (8) E + e2(8)E) <0 pentru orice 
te [to t] şi orice j € (1, ..., INA, dE(0, 8,), 


(412) eo (zm (thy 9 (3))) + po (E + £(8) E + &?(8) E) < eo (2 (6)) + 
+ Po (E), 8 € (0, 8). 


Mai departe, deoarece g;(z(t)) +g; (£) « — v, telts t] 87, 
j e€ A, din (408) deducem 


(413) gj (era (t, p(3))) + gj (E + £(8)E + &à(8) E< 0, te De 41], je A- 
Din (402), (410), (411), (413) si (387) avem că (zw (*, p (5), tun (*, 2(5))), 


este admisă pentru P, iar din (412) se contrazice proprietatea de optimali- 
tate a lui (z(-), @(-), £). Demonstrația este încheiată. 


Demonstrația lemei 1.1. 


Fie (v, (*), ...,4,(:!)) C G rezultată din ipoteza E si gnant 1.2 

Fie u,41( Ee = 4(:), unde u@(-)EGX TY, este fixată arbitrar. 

Definim b, = (v4( °), <- Mal bh Upal x. Mai departe, alegem u( :) e Y 
arbitrar și o adăugăm mulţimii bg. Se va obţine o nouă mulţime care con- 
tine pe Bg. Mai departe, adăugăm o nouă funcție «(-) e Z celei de a doua 
mulțimi şi obținem una care conţine pe primele două. 

Continuind in acest mod obţinem o familie de mulţimi ordonată 
după relaţia de incluziune. Notăm cu B această familie de mulțimi. Pentru 
fiecare b e B, prin ipoteză, sînt îndeplinite condiţiile lemei 3.3. 

Fie b> b, b = (wu UR sini Wd ‘)}, si fie P, problema auxiliară 
corespunzătoare lui P,. Fie z^ KE g^-—(z(*), (°), 0), unde (z(-), &(-)) 
este definitá prin 


(414) &(-) =(0,..., 0,1,0,...,0), d2^ (32 ; z2(-),8(-)) = 0. 
Din definiţia lui 9° (vezi (27)) avem 
(415) z(t) — 0, IM = Vi (t, & (9), Z(t) + f(t, & (t), & (0) — f (t, & (t), 8 (0), 
a.p.t. în te [to 4], 
unde 4(:)€ $$ N Z, este cea aleasă mai sus. 


Din definiția lui $,(:) (vezi (5)), avem PS. EM Co (4)), Z(t) > = 


V < hilt), f (t, 2 (t), & (t) — f (t, 2 (t), & (t) > di. Mai CAN din definitia 


to 
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lui ër, (vezi (6)) şi a lui Gy (vezi (10)) rezultă că (2 (.), X (.)) verifică, 


(416) < Gel (i) 2)» —9, ief. H < Ce (0), 2 (5 — 0, 


te Qi, je A. Din (414) şi (416) avem (%(-), &(-),- He € H (b) (vezi (30)). 

Condiţiile lemei 3.3 fiind verificate pentru P,, rezultă că există 
ave R, vi: [to 4] — [0, oo ), descrescătoare, continuă la dreapta, u*e (AC' 
(fg. 5 E )) *si AY, e (Le (to t; R))* astfel ca să fie îndeplinite următoarele 
condiţii 


(417) GE Z (6) y(&)» — X E (Gai (+ 


i-—m 


+ uF (dD (abs y(.), stil + r mens 0, pentru orice (y (.), 


«(.)) € AC (t, 5 E") X Lo (t, 43 RO), 


(418) X af SC (Œ) + X vF (lo) E dai. SE 


(419) «E =1, aF BO, că Lei (2 (&)) + ei (£))—0, pentru ie (—m, ... ,—1), 
Me 0, je(1,...,q), vf th) = 0, v¥ (.) este constantă pe fiecare inter- 
val care nu intilneste pe 8,,j€(1,...,0,- ae 


k 
um) Y F < TE Gt) Bhs 26)» — Y, {< < 28 (Na, eg 
> d v¥ (t) + ui co @(.), &(.)3 @(.),a(.))) > 

Mai departe, vom aráta cá pentru problemele " be B, sint inde- 
plinite condiţiile teoremei 1.1.4. 

Din definiţia spaţiilor X", Y si Z? (vezi problema P,) rezultă că 
ele îndeplinesc condiţia (i) (vezi teorema 1.1.4). 

De asemeni, tot prin definiție, conurile convexe ©” si K* = (0,,) 
îndeplinesc condiţia (i) (vezi teorema 1.1.4). 

De asemeni, tot prin definiţie, conurile convexe OU si K’ = {0,,} 
îndeplinesc condiţia (a). . 

Fie I$: X* — Z*, I: xy Y' liniari .gi: continui definiti prin. 


um) HG Cs «C0 - (< FFE vo iei m ss 0} 


18 — c. 894 


274 Teoria generalá a problemelor de extremum 


< 24 (@(.)), y(.)>, je... et) I (y(.) «(.)) e (< 28 
da d 


(& (5$) y (6), CE {1, ..., AE d? (2; y(. A «(.)) unde 9,,gj şi 2 
0g; 


sînt cele care verifică (424) — (427), iar «99 F L (2(.),9(.) >= «— ES 


(8 (0) y(t) >, tel, t]. 
Folosind lema 2.33 pentru w = a5 avem 


(422) I’: X’ — Y’ este surjectie. 

Prin definiție avem y' = Ex AC (în ti; R”) iar din (422) avem 
I (X^) = ER, 

Prin urmare, condiţia («) este verificată in întregime. 

Pie 83: X’ — Z*, 8°: X’ — Y’ defini prin | 

do. : 

(428) ëmt @(-)) = (< DINN (5), y e iE (7m. .., —1, 0), 

929; ^. i l 
"e a (2609 y(-), 9()23€0,..:, B, 06.00 S° (y (-), IO 
ebe: ZE uns y (A) >» det, Be at; at «C 


5 zs 
vide 0, ( ) € Lo OM à; Se este originea, iar < a.) Yeh y(-)> 
de 


= < TÉ. (()y(Dy(t) te loh] Fie Miel by 0) 
ae b Zeit, ...,B, AF, fe fd, ...,q), v — (af, te (1, ..., E), u7). 


Cu aceste notatii, conditiile (417), (419) si (420) devin 
(424) AT (Lò (2)) + v (Z^ (z)) = 0, pentru orice z = (y(.), «C ), 0)e X*, 
(428) || X || #0, emt, 
(426) 2° (83 (22) + V (8* (3) > 0, unde (à —(2(.), &(.), 0) iar 
(3(.), &(.)), verifică (414) — (416). 

Alegem M’ = {7°}. În continuare. observăm că (424) — (426) ex- 


primá faptul cá sint îndeplinite (€), (es) şi (c3) (vezi teorema 1.1.4) si 
‘prin urmare mulțimea F’ este nevidă. 


| Mai departe, vom arăta că pentru Hecate b, < b, şi fiecare (2^, 
v) e Bis avem (Q*[Zh, vY) e Fn, ; 
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Prin definiţie, avem Y^ = Y^" şi Z: = Z^ x Zi: dacă b, = b,. 
Astfel, avem v/ Y^ = y^ gi 2 = (35,255,), under” e (Z^)* iar Ais, e (Z° bei, 
Prin definiţie, vs şi A: verifică (424) şi (426). 'Mai departe, deoarece aff = 1, 
E orice b e B (vezi (419)), din definiţia lui X rezultă că As verifică 
E Condițiile, teoremei 1.1.4 fiind îndeplinite rezultă că pentru fiecare: 
be B există (X, Ve astfel ca 


(427) XZ" = X gi vh Y^ — vh, pentru orice b, < b,. 
Deoarece Y’ = Y, pentru orice b e B, avem 
(428) V — v, be B, unde geifs, 


Mai departe, din b e B rezultă b > b,, dinde „bo = {u (. )y oy this 

14 (.)). Folosind (424) — (427) si definiţia lui 2’, v, rezultă: că există 

ate R, M (Lo (ty ht BIS EC) ie(—m ... 3, Je(l e 
séf1,...,0, p? UC R"))* astfel ca pentru fiecare be B,b = 
= baU (ws (.), a tg (+) să existe M e (Lo (toy ti; R))*, je (h+2,...,9) 
gi astfel cà (411)— (420) să fie îndeplinite. 

Mai departe, fie u(.) e, aleasă arbitrar. Va exsita b c R astfel 
ca b = {u (.),..., a (-), u(.)). Alegem &(.) e Le (to, bh: RY, a(.)= 
ml ed Me 

Prin definiţie, avem 


(429) dg? (a5; y (.), &(.)) = 21 (y(.)) (vezi (16) si (27)), 
(430) d2 È (3; 2(.), 8(.)5 2(.), 2(.) = 9g (z(.)) (vezi (17) si (27), 


unde (2(.), &(.)) verifică (414) — (416) pentru b = 5 
Cu aceste observaţii, din (417) — (420), pentru « (.) —&(.), obţinem. 


(431) X af <2 Zu (4), y (4) >— PU E De, y > dë () + 
+ pF (OY (y (-)))> 0, pentru orice (j (.), u (-)) € AC (toy t; R")x, 
(432) X. of < Te STEIER b f< <% 2 EENS 


< dv} (t) + u (24 (2(.))2 0, unde 2 (.) verifică 


(433) DE (2 (.)) = 0 (vezi (415)). 
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. . Condiţiile (431) —(433) împreună cu (418) şi E? ee SSES 
ziile dorite si demonstraţia se încheie. 


Demonstrația lemei 8.13. 


Prin condiţiile generale, impuse datelor problemei P, si folosind 
teorema a. 8 avem cá O° şi T’ sînt continuu diferentiabile Frechét de or- 
dinul al doilea. Mai departe demonstratia o facem prin absurd. 


Fie 4, zi e X’ astfel ca să avem 
(434) dër (35; m) +a? OH; 2, gert, 


(435) AP (^; m) +> d? T GP; 2,2) = Og, 
(436) à 9^ (2; z) e Qt 
(431) AT? (3* ; 2) = 


Condiţiile (434) — (437) exprimă, faptul că z° nu este (0°, Q^; us 
Oy) extremul de gradul al doilea (vezi definiţia 1.1.3). 


Deoarece Q% este o mulțime deschisă in Z} (vezi (327 je din (434) 
obținem că există o, e Q% astfel ca să avem 
(438) do (2; ei + EL Q^ (35; 2,2) < ary w,, unde „< gs,” este relaţia 


de ordine pe care o determing conul LE in Z} (vezi 0,3). 

Notám z = (z(.), @(.), E, &(.)) si a= Est ) vi (.), &, al (. ) 
w = (v(.), G(.)), w! (.) = (9 (.), eN.)). 

Folosind definiția lui 7^ (vezi 320)), din (435) şi (437 ) a avem 


(439) à 2* (^ ; 2(.), 9 (.), 8(.)) =0, APH; 2(.),5(.),3(.))=0, 
(440) d 9* (4^ ; at (.), 08 (.), a2 (.)) +> à? 2^ (9; 2(.), 9(.), &(.); 2(.), 
2 (.),&(.)) —90, AP (#5; à (.), v! (.), of (. +2 v PG ChEL 


5(.); 2(.),3(.), 6(.) = 0. 
Fie «: [0,1] > Lo (to; 43 E*) dată prin 


(441) « (€)(.) = să (.) + €? a! (.), unde & (.) şi a! (.) verifică (441) şi (443). 
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Folosind definiția lui Q? și a lui ©, din (436) deducem 


(442) ©; (t) > 0, Xa &; (t) « 1 a.p.t. în t e [to ¢], pentru oricej e (1, . dÉ 
unde ă (.) = (8, C. ER a Bet. iar din (434) rezultă cá există ve (0, 1) 
astfel ca 


(443) ol jon ; X a} dk 1 — m ap.t. in te [to t], je {1,..., g}, unde 


al (.) = (aă(.),..., o (-))- 
Folosind (443) | gi (443), din (441) obţinem cá există Eye (0,1) astfel 
ca să avem 


T ; 
(444) a; (e) (t) > 0, Y, a (e)(t)<1 a.p.t. in telts, ti], pentru fiecare se[0, s]. 
. jel " ) i 
Fie «,: [0,5,]— Lolto tı: E) dată prin 
| ; Ă | d ` | : f (AX. q 
(445) «(s)—1 —Y,«(sS(.)— l — (X (.)) — «x aj () 
j=1 = =1 
Avem că %(=)(.) je {0,1, ..., db verifică ` 
(446) o; (e) (t) > 0, Y; aldi = 1, a.p.t. în te [f t], ee[0,s. ]. 
2 - $420 
Mai departe, fie ecuaţiile in æ și c; = (c , BI date prin 
| | | l dz 1 
(447) æ (to) = 0, AT Y os (E) (0 f (5 2, 6j) 
fe 


P, (t, 2,0) + gr: 0, îe {— (m + 1),..., —(m+ 1) U {1, 


.,k), je (0,1, ..., q), unde P, (t, x,u) = pi (t, zu) + 
+ pi.(5), îet — (m + 0D,...,— (m + 1)}, P, (t, a, u) = p; (t, 
x,u), ie (1,.., k}, Bi (t) = 0, te [to t], te (1,..., k}, iar pi (.), 


ie{—(m+1),..., — (m + 1)} sînt date în (315). 
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Prin definitie, 2vem cá (2 (. ), 4; (. )), je (0,1,..., q), Diet, ) d (.)) 
verificá 


(447) & (tq) = 0, e Y, a (0) f (5 2 (2), u; (2) «pt. în te [4,1], 
i j20 i 


P, (t, & (t), u (2) + E (Bi(t))? = 0, a. p.t. in t e [to t], 7€{0,1,..., q). 


Prin urmare, (2( .),(u,(.), g(.))) verifică condițiile (à) gi (î2) din 
teorema a. 12. 


Prin ipoteză (vezi (7) din B şi (311)) avem rang ( 2e (t, 2 (t) u) p) = 
u 
=l + k, pentru orice (t, u, B) Elf, $5] X Er x R*+! care verifică ne 
E > 1 ae | A 

e D (t) iar P,(t, x(t), v) + 9 (Bs 2 = 0, te {— (m+]),...,—(m+1)} U {1, 
..., }, unde, P = (LB, ie{— (m +1), ...,—(m +1) U {1, ..., k}, 
B-—(8,?e—(m-F1)...,—(m-t1)]U(L..., kj) Prin urmare, 
este îndeplinită si ipoteza de rang relativ la variabila w = (u, 8) pentru 
fiecare (u; ( .), g/ (.)). Fie w (.), wi(.) cele care îndeplinesc (438) si (439). 

Condiţiile teoremei a. 12 fiind îndeplinite rezultă că pentru fiecare 


Self, gel există u; (,.), u(s,.)e Loltos t, 5 R°), 2( €,.), e (e,.) e AC (to, 1, ; E") gi 
B.(,.) e Lolto bh: E) astfel ca să avem 


da 


di (£, t) = f (t, æ (s, t), v (s,t)),2.p.t. inte [to t], 


(448) æ (s, to) = %, 


(449) P, (t, æ) (e, t), z (e, t) T > (6 (s, t)) ? = 0, a. p. t. in te De t]; 
Zei —(m+]),...,—(m+1)} U {1,..., k} je {0,1, ..., Oe 
(450) æ (e, t) = 2 (s, t) + 0, (s, t), unde lim NS. 0, uniform în ż e [1, ,4, ], 
t-> £ 


dz 
dt 


(451) 2 (&, to) = To, (s, t) = py a, (e) OI (t,2 (et), u; (e, t) 


a.p.t. în te [to , 4], 
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2 
(452) u; (c, t) =u, (t) +e V, (t) + £? Vj (t) + 0, (s?, t), unde lim lo, Le Lal, 
3->0 € 


Duce € Dech je(0:3,...,959(.) = (Vh) yee pM (-)) pvt (.) = 
v» (.), .. 

Mai departe, din (440), (452) şi teorema a. 13 deducem c&2(«,.) indepli- 
negte urmátoarea conditie 


(453) 2 (e, t) = (t) + ez (t) Lea (t) 4-9, (e, t), te [to t], 
unde 2 (.) şi ai) sint cele care verifică (438) si (439). 

Folosind (450) si (453) obtinem 
(454) z (e, t) = c(t) + soto + s? aq! (t) + ones t), e e (0, e,)(e,€(0, gell, 


Bet 151 


te[to, 1 unde mun — 0, uniform in te [toy d 


În continuare, deoarece E/ gi g, sint PR TIUS de 
ordinul al doilea, avem f ` EE 


(455) g} (w(e,t)) +9" (E + % + =o) = g; (2 (t)) Loi (E) + 


EE 26 em 8) > + < 2H dt Edu 


TH 


+ |< ô g; (& (t)) æ (0 >+ < PAN | ix 
Ox dE 


+ 95 22 TÉ (2 (t)) z (0, 2 (0 > + SECH D EE >|+ + 9, (e, t), 


je{—m,...,—1}, pentru te [to, 4], unde 0} (¢,t) verifică, 


(456) SE: itin: ee 0, uniform in Le [to ti]. 


£-0 e? 
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E Ín continuare, din (437) deducem 


gi 


(457) < L2 a ( (0), 2()>+ « —3- T3 (È), E «0, pentru t e85,j e (—m, 


«+. —1}, iar din (438) rezultă că există ve(0,1) astfel ca să avem 


ua ` <L Ge (> + < A (D,& >+ 
ke 78 ( ()2(),2() >+<— E (Dt SE — gu te G3, 
0 qo ~ 00 > 1 : 
um — «JS gast)» TÉ (DB > + 


4 


Qo 
— 


E > ( )5b E >) S — m 


xx UE 2-2. enen, 11)» pa 


Mai departe, deoarece g; D (0) + g; (£) ay Son te [to 4] G8, folo- 
sind (455) gi eee) avem 


(460) ` giele d +g Eek + FB) <0, e Rat 
jei a dc yis , deg 2 yee (0, £e); 
unde £, € (0, c) este ales suficient de mic. 
Din (448), (449) şi (460) deducem că Yide Be) e e (0,2), 


este admisă pentru Pi, unde & = Z Lef + 2 
Din (437) deducem 


99 en e 
"er 5 > sd 


(461) < Es GI, 


iar din (459) si (461) obtinem 


(462) o(a (e ty) + 9 (Ex) — (95( (5) + c (D) &— 


pentru ee (0,54), unde ese (0,¢,) este ales suficient de mic. 

Deoarece (x (£,.), w (€,.), Če), ee (0,2), este admisă pentru Pa, din (462) se 
obţine contradictia cu optimalitatea lui (2 (.), &(.), H şi demonstraţia 
este încheiată. 
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Demonstrarea lemei 8.12. 


La inceput vom aráta cá avem 


(463) TT Lo (tost; B+) = (m(.) = (m, (-), j € (om D... — 
1-0 


— (m +1)} UD E): 


OFS (4, w(t), w (t)) o (t), 


m, (t) = elt, E (t), w; (t)) @ DI Te 


bE [5] (@(.), 0; ()6 4j. 


unde jj este dată in (c), iar w,;(.) = (wu, (.), g(.)) € Lo (tost; E") X 
Lo (ty, 1,5 Ri) verifică | 


(464) P! (t, 2 (i), w, ()) = 0, te [to 4]. 


j 
Prin ipoteză (vezi (y) din E si (311)) avem rang = (t, 2 (2), 2) = 
1%; | 


= k + l, pentru fiecare (t, w) € w; (.)(vezi 0.14) şi fiecare je (0,1,...,q). 
Dam, all = (+) (G+ 1), pentru 


e ( ô P 
Prin urmare, avem rang SC 


== q ads 

fiecare (t, w) Eq (.), unde w = (ws, ..., Wa) EI E", w(.) = (wo(-), 
E C $21 

++) Wq(.)), iar P (t, w, w) = (P? (e, ph, P* (t, SEAN Condiţiile 

lemei 5.4 fiind îndeplinite pentru ecuaţiile | 2 


BL (t, 2, (t) s D (0) x (0 + KE (t, 2 (0, & (1) o (t) = h(t), 


- EA (t, z (24 ) 4-3 = a (b, 


te [to t,] unde c(.) = ((00(.), B(.)),. -., (Vel-), 8 (.))), rezultă că se inde- 
plinegte (463) si o (t) =l (t) + K (t) h (t), t € [toy t]. 
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Mai departe, se observă că (463) se mai poate scrie 


(467) J] Lo (toy 1, BEY) -[no: m (t) -2 (t, 2 (0,8 (0) x (t) + 
j=0 


+ Ke (t, 2 (t), w (t)) o (t), t e [tot], unde(a(.), o (.)) verifică usol. 
w 
În continuare, fie Miz 12) CAC (9, 11; E") x Lol to; t1; Biz) 
definită prin 
(468) M Le t) = ER o (D): 20,00 + 


+t æ (t), w (t)) o (t) = t e [t te], (4) = 


= od (1,2 (0) e (0 — IL (t, Z (D) vo (H) tE [ras Tals ` 


ze R" fixat "i . 
În continuare vom arăta că avem 


(469) IT D (6, R) =(e(.)=(e(.)jie(-m,.. 4 —1j "ët 


is-m 


= <Ê (a (0), © (0) te, unde (4), et € M (tot), 2 (ta) = 0) 


-1 
Prin ipotezá (vezi (305)) UK DP U G, este formată din inter- 


vale închise disjuncte şi din puncte izolate, toate în număr finit, astfel că 
dacă T = [ 70, 71] este un interval oarecare din mulțimea, Ü G, , atunci 
tes) 


mulţimea de indici A, este constantă pentru tel, unde A, este dată in (306). 


-1 
Avînd în vedere structura mulţimii J) G;, pentru Î = [2,, 1] in- 


i=—m 
terval ales arbitrar din Ü Gi, există Zoe Dia ti] astfel ca Co to) 


îm —m 


ou €) = 


le -m 
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În continuare, din cele spuse mai sus, este lesne de înţeles că pentru 
a verifica (469) este suficient a arăta că avem 


(470) RIA = (r= (rn, ie Ag) :n = M Gg, a (To) >, (2(-)c(*))eM 
(Tos Zell | 


(471) Le (Ï; RR) ={h(-)=(y(+), $e Ag): hh) 3 e E (a), 
dt Ox 
x(t)>, tel, unde (2 (*), ei: H e M (a t4), 


i -1 
unde Ï = [#,,#,] este unul din intervalele din U G,. 


i= -m 


Pentru a verifica (470), vom proceda prin absurd. Fie H + RRI, 
unde prin H am notat mulțimea din membrul drept din (470). - 

Prin definiție avem cá mulțimea N = E — 7: h eH}, unde F E H 
este fixat, este un subspatiu liniar in RMil. 

Din faptul cá HÆ RMRI, avem N Æ E! gi prin urmare, va exista 
un vector « € E451, « #0, ortogonal pe N ; cu alte cuvinte, avem .. 


(412) Y; «y, = 0, pentru orice ye N, unde |«] Æ 0, 
l et 7 SE 
Din (472), folosind definiţia lui H, avem 


MS 


(473) XK o — a y, y (To) > = 0, pentru orice (y (- ) Sus ) care 


verifică 


(474) y (To) = 0, SE Zu SI „+ du, SI volt), te, Fol, 


P $0, 80) y(t) (t, 80), BY) (t) =O, te Dech 


unde di ) M » Bo s (8C P? C19), (v (+) B C) € Leo (tot; 
EU Lia t; B) n 
Fie y Da £j] > R” absolut continuă care verifică 


(9 400) = Y « 25 (a (8), dit. Ja, so) Y(t), te, tol. 
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Folosind (474) si (475), din (473) deducem 


met <2 o, ft, 8(0,8 (0), vo (t) > dt = 0, pentra orice (y (°), 


o (:)) care verifică (474), unde o(+) —(o,(:),4€(0,1,...,9),0;,(*!) = 


= (v (+), plc». 
Prin pis (vezi (3) din # si (311)) avem 


ETWAS 4 (t), f (t, & (t), u) > 

(477) rang A — k -- 1-1, 
—— JP? (t, a (t), wo) 
OW, 


pentru orice (t, wo) €, (*), t€ [To Fo], unde (+) = (Il Bä: ue 


Le (toy ty 3 E") X Leo (to, t; R). 
Folosind lema 5.4 rezultá cá oxista (2(*),99(*:)) Sol) = (99( ze B > )) 
astfel ca să se verifice ecuaţiile 


(478) EN Am, f(58(0, &(0) >a, (D > = hl, z (t, (t), i (t)) X 


xa (t) + 92 d a, ST olt) = 0, ad = 0, SF = Zu 8(0) w(t) + 


ZE (t, at v9 (0 te [oy Tal, unde BOSU 0, te Lin Fol 


Mai departe, alegem 5; (*), je(1,..., 9}. a(t) = (S (C^ C) 
astfel ca să avem satisfăcute ecuaţiile 


(479) TP & (t), w; (t)) æ (t) (t, 20), w; (t)) o, (t) = 0, te [3,, To]; 
j€(1,...,q), unde w,(- ae ), B! (C), iar, 2(:)eAC C, TE) 
este cea definită in (478 ). 


Din (478) gi (479) avem că (z(-), c(*)) verifică (474), unde o(-) = 
= (Sof °)... gel: e şi 


(480) e x < b(t), f (t, 2 (1) & (0) > v (t) > at = Ss h (1) dt > 0 contrazi- 


cîndu-se (476). 
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Prin urmare, condiţia (470) ests verificată. 

Mai departe, vom verifica (471). 

Fie h(-)eL, (7; R5!) aleasă arbitrar. Din egalitatea 2 < A 
x 


e (t)), t) > = h (t), t Tor dul t di . M (To în), Ê T" 
ino aes), nu E [îo; fil pentru (z(*), c(:)) € M (Fo, fl folo 


(481) P (t, zm, ëmt w(t) +22 (t, Sr, BH) e) Am, ie Az, 
dam Qu 

9P - geg oP e ke ' "^ ~ 

gs th 80 90) w(t) Bi D e(t) = 0, a) =H, E AA 


(t, 2(0)) a(t) + Mi (t, $ (t) vo (t), te [7 , mp unde p; (i, v, u), ie! —m 
«+ +3 1) sînt date prin 
(482) pi (& a, v) = SÉ (a), f(t, 2, 0) > 


Fie P(t, L, W) = (P; (t, £, wo), ie Az), unde w = ((u, SI, ee s (Ue dëi, 
Prin ipotezá (vezi (7) din E) avem 


OP (4, &(t), w), | 
P — Az | (k EU (g +1). 


(483) rang P 
— (t, æ (t), w) 
Ow 


D D 


Prin urmare, pentru ecuațiile din (481) sînt îndeplinite condițiile 
lemei 5.4 gi deci va exista (al A, c(-)) astfel ca să se verifice (481). Astfel 
s-a verificat şi (471), iar demonstrația lui (469) se încheie. 


-1 
Pentru a încheia verificarea lui (C;), fie (e (°), m(:)) e ( II D (G; 


ia —m 


sl x II Lo (ty, ty ; p) aleasă arbitrar. Folosind (467) deducem că 
fe 
există (2'(*), c(-)) care verifică (466) şi astfel ca să avem 


(484) CE (4, 2 (9,9 (0) a 0 + 2. (t, 200, DO) sti) = mii), te [ty AL 
On Ow 
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În continuare, folosind (469), fie (2" (-), o" (+) € M (to, t1) 2" (to) = 
= 0, astfel ca să avem 


(485) < aha D> = (0,168, 0C) o (Cie Co mss 7D) 
Din definiţia lui Mie, t) rezultă că (2'^(*), c" (*)) verifică (466) şi 
(486) ĈE q, (0), 9 (0) emt 2. a, a (0, $$ (0) 0! (0 =O. 
dam Ow 


Alegem z(:) = () -2"(*), eiis s'() + c" (7) şi din 
(484), (485) si (486) obţinem 


(487) 22,00, Sms +Ë (4, 8 (9, wt) s() — m(t), tef, îl 
dm Ow 


«DE (8 (), 2() > = «0, te, ie (—m, see? —1)si (2 (+), (+) 6 


si c(t) =1(t) + Ë (t) m(t), te [to til. (vezi (ca) gi (466)). Demonstrația 
lui (¢,) este încheiată. 


„Mai departe, fie (z(-), 4(:))e M (vezi (310)) ales ` arbitrar. 


-1 
Prin ipoteză (vezi (305)) mulţimea | J G, este formată din intervale în- 
Ze —m 


-chise gi puncte SE toate în număr finit astfel că dacă Ï este un interval 


-oarecare din U G; A, este constantă pentru tel. De aici, rezultă că 


ţa —m 


pentru fiecare ò e (0,1) suficient de mic mulțimea U G? este formatá 
i= —m 


numai din intervale închise, toate în număr finit, astfel că dacă Ï, este 


un interval oarecare din U Gi, avem că A? este constantă pentru 


n 
tel; unde Ai : = (ie EN ..., —1);teG?). Deoarece un interval Is 
“oarecare din Ù G? poate proveni sau dintr- un à interval I,fe D Saz sau 


{=m i= -m 


-dintr-un punct izolat, 2,7 e © G; , rezultă că pentru ò suficient de 1 mie 


i= we 


8 €(0, BAL, avem A? = A pentru t € fe, unde A = A,, (ef, sau A = Ay ; 
-dup& cum Jf; provine din Ï sau 7. 
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Mai departe, deoarece [ G? = G,, rezultă cá avem 
8>0 


(488) jim | mis ( U GN a, Jl = 
i 


820 == Ära — 0 


Folosind (488), din ipoteza Î rezultă că există 5, €(0, 3,) astfel ca. 
i 


(B) să rămînă adevărată dacă înlocuim mulțimea M, G, cu H dë, de: 


(0, è), iar (7) să rămînă adevărată dacă inlocuim 4. EI A, $e [0, 5). 
Notăm cu (B), (3); — condiţiile corespunzătoare. Mai departe, fie Ii 
—1 


intervalul cel mai apropiat de t, din (J G. 


(= —m 
Fără a restringe generalitatea, se presupune că. toe I}, Se [0, 8,).. 
Fie Ij = [to (3), ti (3)]. 
Deoarece 1, < 1 (3), SE zı (8) E(t, tò (3)) astfel ca să avem. 


(489) más (t (3) — 1, (3)) < 


Folosind (B), şi lema 5.4 rezultă că există ui (- )e Do (7, (8), to (5); E") 
giz} (-)e AC (f, (8); E") astfel ca să avem 


(490) Gel (13 (3)), 23 (8) (8)) = 0, Ze A}, unde A} = A}, ie, 


(491) 23(t) = E E SC aie & (t)) æ (t) + 2] (t, &(t)) s(t), t € [to to (8)].. 


ü (t) te " Tı (9)) 


vnde te) lup ee (0, d (9) endet (8) e M onto con fixată 


mai sus, 

(492) pi (t, & (t), & (t)) Z4 (0) LE P, Si, ëm a(t) — 0, tet, IST 

i ai e) im 

(493) 2 35 (b & (t), & (t)) z3 (t) iie dpi "i & (t), Č (t)) u(t) = 0, te [to t (3)].. 
Din (491) si (489) deducem 

(494) e | ah (t) —& (t)| dt < « (8), 1 23 (0) 9 —2 (1 eh (8), t € e OST unde 


lo 


mi şi sı verifică lim n; (5) = 0, lim s; (8) = 0. 
820 8620 
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Mai departe vom construi 2,(-)e AC (1 (3), 6(8); R”) si a (-) € 
Lo (t (8), (8); E") astfel ca să avem 


(495) ài (0 (3) = Er (8 (3)), SiL oF 2) st + Zu à (0) Sum, 


(496) = <24 Gm, E8 (t) > = 0, ie Ai (44 = A} te TB), 


4497) Ge (t, St, ao) a + 2 ap: Dn, om, eme ro - 0, 


teD, I ie(— (m 4- D, ..., — (m + 1)}, 


2 (t &(t), Ga Ts "(t) LE Pi Us, £ (t), dí (0)) & dis (t) = 0, te n, 


(498) 125 (i) — 20 Set (te lang — à (D it« s; (3), 
| "a 
unde lim e (5) = 0 si lim ni (8) = 0. 


Pentru a verifica (495) — (498) ne folosim de (ie și de lema 5.4. În 
‘acest scop, (496) se scrie 


(499) E PU ž (t), &(0) zy (f) TR opi PL Gm, GI EY (t) = piei, teTi. 


“Pentru tel} distingem două coeur; în primul caz considerăm că I} 


provine dintr-un punct izolat din U G, şi atunci verificarea condițiilor 


TEE? 
(495), (497), (498) si (499) este consecinţa imediată a condiţiei (ie, lemei 
5.4 şi a faptului cá lim măs Ig = 0. A doua situaţie este aceea in care I} 
-0 8-0 


provine dintr-un interval Î din Ü G,. În acest caz intervalul É este for- 


i=-m 
mat din trei subintervale 71, 7* gi D. 
Pentru intervalul 75, folosind lema 5.4 şi (Y)s, rezultă că există SC (t), 
dig (t) teI; astfel ca (495), (497) și (499) să fie verificate pentru te 71. Deoa- 
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rece lim más (£}) = 0, obţinem 
60 


(500) ha Wim — &() | dtm" (9), Bim ëmer, te Tt, 
lim 71’ (8) = Osi lim ex (3) = 0. 
Mai departe, pe intervalul 7! considerăm următoarele ecuaţii 


(501) aË) = SÉ — aE), En at a 4-27 J Eau te P. 
(502) Ge (t, 20), amet 2 A SI, &(t))u = 0, ic A}, tel, 


(503) zn (t, & (t), &(t))x + Se Pi, &(t), (hu = 0, te DNI, ie (— (m+ 


TD0..,—(m-c1) 
Opi , ~ T dp, - A 
9P o zum, älta + SP, 20), &())u —0, ie(1, ..., Kl, unde f = 
Ox Ou 
= [fo ful, iar zy (t), te} este cea determinată mai înainte. 

Folosind lema 5.4 şi (T) din ipoteza A, din (502) si (503) rezolvind 
în raport cu w se obţine u(t, 2) = M(t) v, unde M(t) (n X r) este formată 
din funcţii măsurabile si mărginite, astfel încît (502) gi (503) se verifică 
identic pentru orice ze E". Mai departe u(t, x) astfel găsită se introduce in 


(501) si se obține un sistem liniar şi omogen în v cu condiţia iniţială o TG al 
X(t 9). Folosind (500) deducem că soluţia x,( - ) a sistemului 


SE > do (0T, « aF 
(504) ed ag (fo) af), E = (Ze, SÉ (5,8 (4) 
M(t)) e, te D, 
verifică 


(505) JL (t)|<e| 25 (£9) — 2(69)| <c c1 (8), teii, unde c este o constantă 


19—c. 894 
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şi prin urmare, notind u(t) = u(t, z;(t)), avem 
(506) | us(£) | < 0,21 (8), teft, unde c este o constantă. 


Prin definiţie, avem că (z (t), 4 (t)), teľ! verifică (502), (503) şi (501) 
eu condiția iniţială X(t al = F(t al, 
Fie z5 (t), 45 (t), te1!, date prin 


(507) T5 (t) = a(t) + 2 (t), às (t) = us(t) + ëm, tel. 


Prin definiţie avem că SD, 4s (1), tel, verifică (502), (503) şi (501) 
cu condiţia iniţială z;'(f,). 

Mai departe, se "prelungeste (z5 (t), 45 (t), te22 UL, pe intervalul Îi 
astfel ca sá se verifice 


(508) 0 (F,) = 27 (t, nm a + PF (a, a(t) «(8 teh, 
z Qu 
(509) 2 z (t &(t), SI) a(t) pi P (a(), & (t) w(t) = 0, ic A}, tell, 


(510) Zu 8(), &(t)) 20 + Ger (t, 200, 20) «(t =0, teD, T, 
ie{— (m ELO, WT — (m + 1)}, 
Ks (t, 2 (t), 4 (t)) x(t) D Dn x(t), &(t)) w(t) = 0, teli, ie(1,... k}. 


Deoarece más Z12^7más I1, iar lim más I} = 0, din (508) — (510) şi din (505) — 
(507) se obtine 


(311) Lët (t) — 2 (f| ez (3), tet. |a (t) — H(t) | dt < i (3), 


unde lim €{'(8) = lim SIT (3) = 0. 
620 820 


Ín continuare, fie (25( +), 93(:)) €AC (6,8 (8) ; E^) x 
Lo (to, (8); E") dată prin 


(512) mi (t) = P» zè (t), tE Lto, to (8)] zi (t), = | tig (t), te[to, to(5)] 
zs (t), te[t (3), 4(3)], às (t), te[0(8) (8)], 
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unde /1(3) este capătul din dreapta al intervalului Jj. 
Prin construcţie avem că (zX -), vi - ue Mat t(3)), unde prin Main 
Gäil am notat mulțimea funcţiilor din Ms restrinse la intervalul [1,, !,(3) ]. 
Mai departe, folosind (494) şi (498), din (512) deducem 


(513) | 


d 


: [4$ (t) — H(t) [dt < m (8), |75 (t) — B(t)| Ley (3), te [t îi (9), 


unde lim y,(5)= lim «,(8) = 0. 
620 620 


-1 
Deoarece, mulţimea LI G? este formată dintr-un număr finit de 


ta —m 


intervale I, repetînd şi pentru celelalte intervale 7, construcţia făcută 
pentru J}, obţinem în final, o pereche de funcții (Za (-), 44( Med Ota t, ; 
E^) x Lolta 1, ; R^) astfel ca 


(514) (Bp (+), ip (+) € Ma lze (0) — 8 01L e (3), te [tyy t], t | ds (0) — 


— ü(t)| dizen(5), unde lim «(3) —lim 1(5)=0 și demonstraţia se încheie. 
0 ->0 


Demonstrația lemei 8,14, 


Vom arăta cá sînt îndeplinite condiţiile teoremei 1.1.3. Din Teorema 
a.8 avem cá T" este continuu diferentiabil Fréchet de ordinul al doilea 
în &. Mai departe, vom arăta cá 


(515) aT? (2^ : ) : X* — Y? este surjectie. 


Prin definiţie, avem 
(516) dT*(z^;4) = (AP (x ; -), d2*(z*; -)) (vezi (320)), 


unde dP?’ şi d2? sint date prin (vezi teorema a.8) 


(617) d9*à^z(-), 8(-)8(:)) (0 = 2 (t) -| EC à (s) (s) + 27 (s, 
| Ow du 
& (s)) da(s) + X &,(s) f(s, (s), w (8))— F (s 9 e» ds, telt, 4] o( -)= 
=l 


SAM o(-)); 
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Z j j 
6189) a GP; 20), 9), O= (55 nam, min) ay + E e 
x Ow 


@ (t), w(t) ©; (0), 


Zen, 1, ..., q)), t€[to, t], unde £^, w;( - ) sînt date in lema 8.12. Prin 
ipoteză, sînt îndeplinite condiţiile lemei 8.12 și din (c), (c5) rezultă că avem 


(519) II Leto ty R+) = (m(*) = (mj +), j( € (0,1...) : 


j j 
m, () (t, (0, wy) 20) + ĈE (6 00), 40) 8,0), telis f], pentru 


z(-), et: He AC(f, t; E^) x Lo (f, t; Bra care verifică 
(2(+), G+), 0)eKer ag? (2^;-)). 
Mai departe, prin definitie, 
(520) d2? (a>; +): X°>AC(t,, t,; R^) este surjectie, 


iar din (519) avem 
(521) II Lo (o; R*+) = (AP; (2(-),9(-), E) : 
j=0 
dQ? (az; 2(-),9(*),(:), 0) = 0). 


Prin definiţie avem Y’ = AO, ti; E") x (i Dig (lotus Rey), 


iar din (520) si (521) rezultă ușor că avem (515). 

Prin ipoteză, sînt îndeplinite condiţiile lemei 8.13 si prin urmare Zb 
este (O^, OF; T^, Oy, ) extremal de gradul al doilea pentru P,(5). 
Astfel, condiţiile teoremei 1.1. 3 fiind îndeplinite rezultă că pentru fiecare 
BE (H(b) există AS e (03)- si v* e (Q^)* astfel ca să avem 


(522) (dba? ; x)) + df: x)) = 0, pentru orice vex’, 
(523) X £F 0, X (0 (2)) = 
(524) JE (d2 dh (2; z, 2)) + v (d? TH; 2, 2))>0. 
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Prin definiţie şi din (523) avem că există gel vie (O(G?; R))*, 
te{—m,...,—1}, Mee Da h; Eug, ie(1,....,9 +1}, astfel ca 


- S - = = -1 zie Q1 - 
(525) a 220, £20, Ven Xa (1) = 0, oF + Y, vit Y Il allo, 
fo—m îl 


vo? (2) = 0, 
pentru toti Ze! —m,...,—1),je(1, ....,9 +1}, X*- (v, ie(—m,...,— 1), 
a$, A, Zelt, ...,q+-1)). Deoarece 02(2) (t) «0, teG,, din (525) si din teore- 
ma 2.10 deducem că există v?: [t f, ]--[0,00) descrescătoare, continuă 


la dreapta, v? (f) — 0, v7(-) constantă pe orice interval care nu intersec- 
tează mulţimea G, şi astfel ca să avem 


(526) xe (-)) = -fow d»? (t) - — Leg dv (x), pentru orice 


e(:)EC (tot; E), v¥ (to) =I vill; Zei —m,..., — 1). 


Mai departe, din Až}, (1) = 0 (vezi (525)) si folosind teorema a.10 
deducem 


. (527) Ma = 0. 


În continuare, din Melia du lui Y’ gi din v^ €(Y’)* avem că există, 
WE (Lo (f, 5 E+ ))*, je t, 1...., dg, v € (AC (to t; R))* astfel ca 


(528) vi= (v2 ..., VE, pă). 


Folosind (525) — (528), din (522) — (524) obţinem 


(529) of < Ê ^9 (H(t), BCH) > — Y er Gut, a(t) > d (t) + 


Aeros sik (C), 8) + (ADE; (+), 90), «C0 + 


SS 


pentru orice (z(*), w(-), £ «(-)) eX 


294 Teoria generalá a problemelor de extremum 


(530) o£ < 2% (2 (t,)) (6), Z(t.) > — D NS (2(0)) Z(t), B(t)> 
dee: 1 1 9 A5 "Pr" , 


d4(0) + x vi (d2P! (2 ; 2(-),9(-),£5 2(-), 9(:), £) + (d29"(25; 


Si SI E); 20300), EC) ef SE ODER 


+ b % (to) < Es (£) E, E > 2 0, unde 2 — (z(-), W(-), , &(:)) e H(b) 


TR teorema 1.1.3) iar 


Pi: X’ > Lo (to, t1; REI) este dat prin 
(531)  P'(z(-), w(*), E) t) = (Pilt, w(t), wt) + v (0 + »; (E) + 
t Gi) + of(t))?, $€( — (m +1), ..., — (m + 1)}, pi, w(t), w; (t) + 


+ 7;(0)), de {1,..., Ah, te [lo ti], unde w(-) = (((*), o°(+)), eo, 
QUO), v(e) = 0C) SC» 


Tn continuare, vom arăta că az se poate alege astfel ca să avem 
(532) gb cs. 


În acest sens, este suficient a arăta că avem o$70, de unde împărțind 
prin ea în (529) si (530) se obţine concluzia dorită. 
Din (525) avem oi >0. Fie prin absurd, a2 = 0. 
Atunci, din (529) obţinem 


(533) Y E ^R (z (t), c(t) >dv?(t) = 


í25-m 


pentru orice (ai -), w( A e verifică d2^(z^ ; a( d ( +), 0,0) = 0, 
dP!(25;m(-)w(:),0) = w(-)— (*(-), oC 
Mai departe, folosind (526), din (523) si din jema 8.12 obținem 


(634) Y " a, (t) AV (f) = 0, pentru orice d;(-)e D (G, E), 


i=-m 


ice(—m,...,—1). 
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Prin ipoteză (vezi (306)), avem că fiecare di -)eD(G,, R) se poate pre- 
lungi la o funcţie d, ( -)€D(to, t, ; E) și din (526), (534) obţinem ` ' 


S WE AR ` 
(535) yj | d, (t) dv¥(t)=0, pentru orice X, (-) € Dt, h; B), 
í2—m to : 


ie(—m,..,— 1}. 


Deoarece orice ot :) €C(t,, t ;R) este limită uniformă de polinoame (care 
sînt în D(to, t, ; EI din (535) se obţine 


(536) OG 8 c, (t) dj (t) = 0, pentru ei - )E C(t, 4;R), 4e (—m,..., — 1}. 


i= ~m to 


Deoarece vi(-) este continuă la dreapta şi vē (t) = 0, din (536) 
obținem 


(537) éi = 0, telt ti], pentru orice Zei — m, ..., —1}. 
Mai departe, folosind (537) şi «Jj = 0, din (529), obţinem 
(538) (GP? (&; z(-), w(*), 0)) + u*(d2* (3*5 a(-), o( +), 0, «(-)) = 


pentru orice (z( *), w(-), 0, a(-)) eX? w(-) = (o(-), o(-)). 
Folosind (516) si (515), din (538) obtinem 


(539) PRACT :) + u* (a(*)) = 0, pentru orice eil ebe (toth; E : ) și 


orice a :) EAC (ts, t, ; E"). 
Din (539) obtinem 


(540) vi = 0, y? = 0, pentru toti je(0,1, ...,q). 
Mai departe folosind (537), (540) şi că = 0, din (529) obţinem 
(541) M = 0, ie(l..., g}. 


Astfel din (537), (540), (541), «% = 0, folosind (527), obţinem 


-1 . eu E 
(542) + y v(m) + Y XII =0 
fal 


je -m 


contrazicîndu-se astfel (525). 


296 Teoria generală a problemelor de extremum 


Prin urmare, in (529) şi (530) avem e$ = 1. 
Mai departe, vom arăta cá v ( -), vâ( -), u$ şi A? care verifică (529) nu depind 
de alegerea lui zeH (b). 

Fie { vi( Avi Au, AB Si (v vlt A, AF} două sisteme care veri- 
fică (529). Scăzied membru cu membru cele douk egalitati şi tinind cont de 
(532) obtinem 


e) — — X («2 BM, 2 406 + 


des — oa 


+ X (vj — v) (à PA (8^ ; at (+), 0) --(u/ — g”) (d2* (2; 2(-),0( +), et At 


+ ŞI IA) (a (-)) —0, pentru (al -), w (+), 0, ay ())eX*. 


tol 
Prin definiţie, avem că orice (z(:),w (:), O)eker d2* (2* ;-) veri- 

fică 
da 


7 3 (t, 2 (t)) a(t) + tu, 8 (1)) vo (t), 


(544) (tj) — 0, 


t e [to t], unde w( +) =[((%( +), 0% +), +) (va (°), 91(0) = (5 ol, 
Mai departe, folosind lema 8.12 (vezi (¢,) şi (c,) din (543) obținem 


(545) vj n v je (0,1, e.a e 


(546) X x In (a (t)), w(t) > d(v — vw) (t) = 0, pentru orice (a( -), 


Ze — 0 
vo ( *)) care verifică (544). 


În continuare, la fel cum s-a obţinut (536) din (533), din (546) dedu- 
cem 


(547) v (t) = vi’ (t), te [to tu], ?e( — m, ..., —1). 
Folosind (545) şi (547) din (543) deducem 


(548) (u — g”) (AD? (2°; w(-), v(-), 0, 0)) = 0, pentru orice (z(*), 
w(:,0,0)eX*. 
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Prin definiţie (vezi 517)) avem (42 (2* ; x (-), o(- )0,0)) : (2 (*), w (°), 0,0) 
eX") = AC (ty, t; E") şi din (548) obţinem 
(549) po = pl. 

Folosind (545) —(549) din (543) se obtine si A 2 M, felt, 


3) - 
Deci oe gl :), vi( +), A şi u care verifică (529), (530) nu depind de alege- 
rea lui veH(b) si prin urmare, avem 


(550) < 25 (2 (65) 2(5) > — X [< -5 Cp (2 (9), (t) 2dw (t) + 
îm —m “to 


+5 vj (AP! (2; 2(-),w(*), 5) + v (dD (2*5 x (-), 


oh a) + X GO) + < 99 (7), E> + 


0t 
e E v E > = 0, pentru orice (z(-), w(-), č, 


«(:)€ X*,w(*) = (w), o(-)), 


0? ph ,- -1 bh 92 gi 
(551) <- (8(5)2 (9, 2 (&) > — pen E (& (2) 22), 
Bt) > dw() + Y w GP (B52 C), 9 C), 09 0,0) + 
-]0 


+ w(d2'(x;r()79(),9();:2(0)*(),x€) + 


PEL) 


ð t mëi E,E > > 0, pentru orice 


Se (EE € 


(2 (:),9(^), E20) eHO BO = 60,30), 


(552) à e 0,iE{1, ..., q}, ve De 6] > [0,00), (4) = 0, v; (+) continuă la 


dreapta, PN constantă pe orice interval 7 care nu intersec- 
tează pe G.. 


298 Teoria generalá a problemelor de extremum 


În continuare, vom arăta că fiecare v, e(La(to, tı; R'**))* este con- 
tinuă in norma dată de spaţiul L, (în, t1; E **) pe Lo (ts, 1, ; E!**). 
În acest scop, alegînd E = 0, «(-) —0, din (550) obţinem 


(553) Sry (AP, G5 eil w(-),0)) = —< ES GI, 2 (>, 


j =0 


pentru orice (x( +), w( -)) care verifică 


(554) dä (2 ; æ( +), w( *), 0,0) =0,< 
ieG,ie( —m,...., — 1]. 


d 
Fie (m, (-)) ai Lo (to t; R'**) un şir care converge la zero în 
nEN\j=0 


q a 
norma dată de spaţiul Banaeh]] L (to: R'**) pespatiul[[ Lo (15, t, ; B'**). 
j-0 j=0 
Folosind lema 8.12 (vezi (c,)) avem cá există 


La (°) EAC (ty, t5 R^) , of (°) € Lo (to, t, ; Rt!) astfel ca să avem 


(555)AP (2 ;a,(-), of (-), 0) =m; C), of (t)=1; (t) + E, (t) mi (8), te [to ty] 
(556) (fq) = 0, = = 9- (68 (0)) a, (1) + Ži (t & (0) 08 (D, 

te [to 5], 
unde og (:) = DÉI B? (He Lo (fo, t5 E") X Lo (ty t; E). 


Deoarece (m, (*)}new converge la zeroin II ZA (o 5; R'+*) din (555) si 


j=0 
(556) avem că (v8 (-)}new converge către zeroin L (în; bi; E") şi (2, (-)) new 
converge către zero in C(t,, t, ; R°). 
De aici, folosind (553) avem 


q EE 
(557) lim y wimiii = — lim < 9 9» (5 (ty), a (ty) > = 0. 
n>o ZX n-o dm 
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Astfel, am obţinut că v,( +) este continuă pe Lo(f,, ti; R'+*) ca sub- 
spaţiu în Lt t; Ein şi din teorema de prelungire Hahn— Banach 
obţinem că există v €(L,(t), h; !**)) astfel ca 


V, (m (+)) = v,(m(+)) pentru orice m (*)e D (t,t; R+), 
$ lol = ll wl 


Mai departe, din teorema a. 14 avem că există v,( -) €eLo(ty, br R'**) astfel 
ca 


(558) X(m(Q)- Y y v,(t) ag (t) a + yp v, (t) mi (t) dt, 
f= —{m+]) 


pentru orice m( -)eLo(fo, ty ;E'**, m(-) (mq), ie( — (m +). ..,— (m--1)U 
' Mai departe, luînd in consideraţie definiţia lui P? (vezi (531)) din 
(550), (551), si (558) deducem 


H —1 pty 
(559) < TW (2 (5), 2(h)> — Y | SR 


z—m L^ 


29: (att). a(t) da (0) + 
dm 


+ 3 X (40 (Bre oz e esa 0, 


§=0 i= —(m+l) 


us (0) 05 (f) + B (tot (t) Jat +$ xt d (0 (2 


LE $21 


, & (t), us (0)) æ (t) + 


+ PL (t, (0), uO), 0 (0) ) At- p (AD G5 2, (3, C) + 


+ P A, (æi (7)) = 0, 
pentru orice (æ( +), w( +), 0, «(-)) € X^, w( +) = (v), ei °)), 


(560) oe (£) + b " t) SS 


+ x E (f^ D d ER (E) — 0, 


j=0 îm —(m+1) 


(aja) 
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kg 


Ge) <À Gaian- Y Și atzi, 


2 (0 dw (0) + x S NE («52 SP. (4, & (A), (0) E (D, 


xm) iís-—(m--) 


2 (024-2 « 22 ,5(0,u ())9, (020) > + < L2 T (t, 2 (1), 
9z0u 


wt) 9, (0,9, ()> Jatt > Y Py d ia ( < D uq, 


ujt)) 2 (0, B(t)> 4-2 < LI (t, & (0), up 0) 9, (0, 2 (0) > + 
2 0u 


Z, (t) , «t, (t)) v (0,2, (t) >) dt + u (d2 (2 ;2(-), 


+ 
$C» 8()2 0,90, 80) 20 

pentru orice (2( -), SI A 0 & -))eH(b), B) = EI SC) 

(562) NDS X (t) (o (£))? d£» 0, pentru orice ef! Ae Le (ty bh: R), 


0? gj 
QE? 


0700 


t: (E, E, E> + 


(563) < 


(E)E E >+ b vs (to) < 


a —(m+1) ty 
+% Y (ftn ao 2 


530 $e — (mtt) 


~ zm _ 


(E), E, E > 0, pentru orice (0,0, £,0) 


Tm 
€H(b). 
Mai departe, din definiţia lui (H(b) pentru P, (8) avem 


(564) H(b) = Hat -),w(*), o(+),8) : æ (f) = 0 XP = 2L (t, & (2) a(t) + 


+ en (t, &(t)) v(t) + X a; (t) (f (t, Z (t), u; DU =F; HCH 
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, 
á (æ (0), æ (t) — — 0, 


te Gt, ie(—m,..., 1, < E (D), >+ P. (sa (0, 


u (0) 2 (f) + 2 (ty & (t), us () a (E) + B (ol (t) = 0, te [s ty], 


$e(— (m D, ...,—(m + D}, —— t qu & (t), Uy (t) æ (t)+ 


05, $ ; : 
+ (t, & (t), ge (0)) v (t) = 9,te[t, $] ie (1, ... k}, je (03, ...9), 


unde u,(*) = B+), w(*) = ((vo( ), co(*)), (äist *)y a"). 
În continuare, din (559) obţinem | 


(565) AE (t) Bi (t)) c dt = 0, pentru orice ol A € Lo (to; t1; E) 


ie{ — (m -0,..., — (m + 1)}, j e 40,1, ..., g), 
de unde, deducem 
(566) vj (t) Bi (t) = 0, a.p.t. in te [to t1], iE {—(m +), ..., — (m + 1)} , 
je {0,1, ..9j. 

Luind in consideraţie definiția lui B!(-) (vezi P,(3)), din (566) avem 

(567) vi (t) (px (t, 8 (t), Uy (t) + pi (E)) = 0,a.p.t. în te [to t], 
ie(— (m + 1), ..., — (m 1), je {0,1, ..., g}. 

Mai departe, din (562) obtinem 

(568) vi (t) > 08. p.t. inte [to 1,46 ( — (m 4-0), ..., — 


— m + 1)), je(0 , 1...., g}. 
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În continuare, folosind lema 8.12 si (566), din (559) obţinem 


(569) « 9 run, a(t) > E (“< i (200,200 Savt) 


= -m to 


+ (40 ZE sao aec + FE eae, aq) v (0) at + 
ie del, 


+e (dD? (25 z(),9()«(0) = — " Ai(as ( *)) pentru orice (a( -), 
ici 


vo ( 2), «(:)) € AC (t, în; RP) Xx Lo (tos bh: BY X Ls (to 0; 
R?), unde ¥ = (— (m+ l), ..., —(m+1)}U (1, ..., k}. 


Folosind definiţia lui H(b) (vezi (564)) si lema 8. 12 din (561) si (563) 
obtinem 


(570) "rn f< P. meega 
d zl v$ () < 22 nam, om 2(), sm +2 a in (t, à (t), & (0) 
Wie Ox Ou 

Te (t), 2 (0 + caz (t, $(), Gm 9, (f 29 (0 -) dt +p (@D (2*5 (-), 


v, (7) 052 (*), 99 (7), 0)) 2 0, pentru orice (z(*),v,(-)) e Ms (vezi (310)')), 


EN 
(571) < 2n GES b v (bo) <2 2n - (à) E E> + 
ER KR (N vi(t) at) << mals £,E0, 
$2 —(m--D V ts 


pentru orice Se E? care verifică, 
(572) <2 (Z),=>=0, PEL SS « (2), E>=0,ie{—m,..., —1}, T ok 


(£), £ >=0, iE {— (m +1), ..., — (m + 1)). 
Fie u (*) € Lo (to, 1, ; E"), astfel ca u (t) e Ü (t), ap.t. in te [t,, t]. 
Fie 6 = (3 (:),u(:)) si Ps (8) problema corespunzătoare. 
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În acest caz avem q = 1 şi folosind (569) — (570) si (552), pentru b 
astiel ales, avem 


(573) L, (æ (-), v(-), 1) = — a, (1)20pentru orice (z(*), %(:))e AC (to, 
ti; BY) X Le (to, 5 E), 


(574) La (2(-), 20(:)) > 0, pentru orice (Z(*), ?,(:)) € .M;, unde L şi 
L, sînt expresiile din membrul stîng din (561) şi respectiv (570). 
Folosind lema 8.12 (vezi (eil din (574) se obţine uşor că avem 


(575) La (2 (0, do(+))2 0 pentru orice (2(:), %)(°)) e M (vezi (310)). 


În continuare, deoarece ag’ (2; $(*), (+), 1) = 2t((*)9(*)) 
(vezi (334)), iar d? 9^ (2; z(-),9,(:), 05 B(+), Tol), 0) = 2; (2 (°), To 
(*)), din (573) şi (575) obţinem (331) şi (333). l 

Condiția (560) reprezintă tocmai pe (332), iar (581) reprezintă pe 
(333^). În sfîrşit, luînd în considerație gi pe (552) demonstrația este inche- 
iată. 


Demonstrarea lemelor 7.10 si 7.11 


Problema P,, este un caz particular al problemei Pf. Ipoteza E (vezi 
P,,) este un caz particular al ipotezei # (vezi P^). Astfel, lema 7.10 este o 
particularizare a lemei 8.13, iar lema 7.11 este cuprinsă in lema 8.14. 


Demonstrarea propoziției 5.3 


Fie tf = max max t. Prin ipoteză (vezi (108)) avem t, ctf < t,. 
ie(—m,...—-1) teGi 


Fie 7, € (i, t,). Pe intervalul [t), 7 ,], din ipoteza Ho (vezi ((8), 2) şi (y)) re- 
zultă că se îndeplineşte ipoteza Ẹ (vezi Ph pe intervalul [t , %1] pentru Pj. 
Deoarece restricţiile mixte lipsesc din P;, rezultă că nu are sens verificarea 
condiţiei (311) pentru P;. Mai departe condiția (305) este identică cu (108). 

Fie (2 (:), î(:))e AC to, ti; E") x Yo N Go care verifică (135). Prin 
definiţie, avem (Z, (*), & (+ )) € M, , unde (%,(-), & (+ )) este restrictia lui 
(2 (-), 4(-)) la intervalul Ta, îi], iar M, este dată prin 


(576) M, = {(@(-), «(:) € AC Da do BY) X Lo (to, $13 E): v(t) = 0, 
dz 0f oz 9f 5 yg <h zu 

a 32 (t, æ (t)) æ (t) + Da (în (D, E til, < 27 Lë (t), w(t) > 
> =0,teG,,ieţ —m,....,—1]). 
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Se observă că mulțimea M, este analoagă lui M definită pentru P; 
pe intervalul [£,, 71]. Mai departe, se observă că mulţimea, 


(577) M, (y) = ((2(*), wt: We AC (to, 5 R^) x Goly): (æ (°), u(-)) verifică 
(135)) este | analoagă mulțimii M, (vezi (310^)) definită pentru P; pe inter- 
valul [tə 7,]. 

Condiţiile lemei 8.12 fiind îndeplinite pentru P, relativ la intervalul 
[to 71], rezultă că există iscat ), 2 (+ )) e M, (y) v € (0, 1) astfel ca să avem 
(vezi ell: 


(578) lim |3} (t) — z, (0| — 0, uniform în ie fa t], lim NET 
kees a Y-—0 to 
— &,(t)| dt = 0, à1(*), ye (0, 1), sint iniform mărginite. 
Fie 5, = t — 7,. Prin ipoteză (vezi (B)) avem că vectorii E (t, 2 (t), 
u 
or Jı (D, 4 € aU (1, ... , k}, sînt liniar independenţi pentru fiecare (1, u) € 
e ët: te [t, 4]. 
WE Cr are U Ge - i 
Fie n = | < (3 GE 2 d (0, 41 (t) — 4 (t) >dt, i eaU{l,...,k} 
a 


Folosind lema 5.4 avem cá există 42 (-)e Lo (fut; R’) astfel ca 
0f TE 1 4 Ze ° 
(579) “ti (t, 2 (8, em Ye (1), 4 (1) 2() = 5, teo 4], ieaU 


U{1, ... 5,92 (t) — at) E Ny» Ny = (ny, tE aU (1, ... EI, 
Fie 4, (*) € Lo (to, 0, ; EA datà prin 

y (t), t € (to, în] 

ay (t, t€ (053,1, 

şi fie 2, (*) € AC (to, t, ; E") dată prin 


zi (t), te [to 71] 
581) z(t) =} 
( ) y( ) e (t), te (Fy 14]; 


unde 22 ( - ) este definită prin 


(580) à, (2) gd 


(582) 22(7,) = z! i) SE = Tei? of Le) 43 (0,t€ Dot) 
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Prin definiţie, avem 
(583) Jj < 40,7 (30) & (0) at 0, ve OA), ie eU H 


În continuare, din (583) avem ü, (+) € Yo iar din (580) avem 4,(:)€ 
€ bo (Y). Folosind (582), deducem că (z, (:), &4(*)) verifică (135). 
Mai departe, din (578) avem am ny = 0, iar din (580) şi (581) 
folosind (578), obținem 


(584) lim |2, (t) — z (f) | — 0, uniform în te De A) ai T(t) —|& ()|dt—0 
4$,(:), Y €(0,1) sint uniform márginite. 


Prin urmare, am obţinut (Z,(*), &,(*)) € 4C (to, t 5 E^) x (Woll Fo v)) 
y € (0,1), astfel ca, (135) gi (584) să fie îndeplinite şi demonstraţia se încheie. 


Demonstrația observației 8.11 


În condiţiile teoremei 8.6 avem că există o mulţime N cu más N — 0 
astfel ca pentru orice 1 € (ty 4,) N.N să fie îndeplinite următoarele condiţii 


(585) à (t) e Ü (0), = (6, (0), &() =0, v(t) (pi (t & (2), @ (1) + pt (2) —0 
ie(— (m +1), ... , — (m + 1)). 


(586) mim Däi, — Spit, (0, 9) = HE, (9). 


fe —(m 

Pentru a verifica observaţia SÉ este suficient a arăta că ea se inde- 
plineste pentru fiecare te (ty, 4,)NAN 

În acest sens, fiet, e (4, ,) N.N gi u, € C) (t,) fixate arbitrar. Fie sistemul 
de ecuaţii 
(587) Pi (t, , 2 (t), &(£,) + eu, +) + pi’ (Z) De Ze B (0,9 (t,)), pi (ts 
& (0,), € (£,) + £u, + v) =O7E{I, ..., E). 
Prin definiţie, avem cá e = 0 şi v = 0 verifică (587). 

Prin ipoteză (vezi (Y) din E) avem că vectorii 2 (t, 2 (t), &(t)) 

d 


ie B(t, &(t,) U (1,... k}, sînt liniar independenţi, iar din teorema 2.11 
obtinem cá existá v: To, 29] — RI astfel ca să fie îndeplinite ecuaţiile 


20 — 0. 894 
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(588) Pi (ts, SG w(e)) + pi’ (È) =0, £e B (t, GG pi (te, îti), 
u(e)) = 0, ¢e{1,..., k}, unde u (c) = &(t,) + cu, + v(s), 


(581) lim {ƏL _ 9, 
e->0 € 


Prin definiție, avem p;l(t,, 2 (t,), &(î,)) < 0, iE {— (m 4-0), . 
— (m +- 1) — B(t,, &(t,)) si folosind (588) rezultă că a e. e (0, Ss 
astfel ca să avem 


(590) u (e) e Ü (t,), pentru orice s e (0, c). 


Folosind (585) avem v, (î,) Pi( t., 9 (t) e )) = v; (t,) Dt (t, Z (t); 
w(s) = — v,(t,) pi’ (E) pentru oriceZe( — (m 4-D,..., — (m + 1)}, 
ar din (586) şi (590) deducem 


(591) H(t,, eil w(s)) — H(t,, 2 (t,), @(t.)) 20, «e[0, «141 
Mai departe, dezvoltind după e, şi luînd în consideraţie (585), din 
(591) obţinem 


(592) 0 < oo (£,, @(t,), &(t,)) CH Wg > +o =. & (t,), € (£,)) v (s), 


v(e) > + o (c2), unde iza 21) Lis 


împărțind prin c? (592) gi folosind (589), din (592) obţinem 


(693) a (1,58 (t), € (t,)) au > > O, 


şi demonstraţia se încheie. 


$ 11. COMENTARII BIBLIOGRAFICE 


Acest capitol este format în principal din rezultate care se publică 
aici pentru prima dată. 

Condiţii necesare de ordinul întîi pentru probleme de control optimal 
cu restricţii de fază în ipoteze mai generale decît cele pe care le formulăm 
aici au fost date in[2, a] şi [3, b]. Problemele de control optimal cu res- 
trictii mixte de tip inegalitate sînt considerate şi în [3, d], [6, b] unde se 
obţin condiţii necesare de ordinul întîi folosindu-se ipoteze mai puţin res- 
irictive decît cele din [15]. 


CAPITOLUL IV 


CONDIȚII SUFICIENTE DE OPTIMUM 


În acest capitol vom da condiţii suficiente de optim atât în spaţii 
finit dimensionale cît şi în spaţii infinit dimensionale. În principal, 
condițiile suficiente vor fi deduse din condiţiile necesare de ordinul al 
doilea, dînd în felul acesta un caracter mai efectiv teoriei desvoltate în 
capitolele precedente. 

Un rol important în obţinerea condiţiilor suficiente pe spații finit 
dimensionale îl are faptul că sfera unitate este compactă, condiţie care 
în cazul spaţiului infinit dimensional nu mai este îndeplinită. 

Acesta este şi motivul care ne obligă să tratăm separat cele două 
situaţii şi să nu putem privi cazul spaţiului finit dimensional ca fiind 
cuprins în cadrul spațiului infinit dimensional. 


§ 1. CONDIȚII SUFICIENTE PENTRU PROBLEME DE PROGRAMARE 
MATEMATICĂ PE SPAȚII FINIT DIMENSIONALE 


Vom da condiţii suficiente de optimum local pentru două probleme 
de programare matematică care se disting prin aceea că una are func- 
tia criteriu scalară iar cea de-a doua este o problemă de optimum- 
Pareto. Pentru comparaţie, alături de condiţiile suficiente vom da şi 
condițiile necesare de ordinul al doilea. 


1. La început vom studia următoarea problemă 
Să se minimizeze 9,(z), zeR”, cu restricţiile 


(1) g(s) A 0, te{—m,...,—1}, e, (m) = 0, te {1,...,k}, ee, 


unde CCR” este o mulțime convexă. Notám cu P, această problemă. 
Fie z,€ E" un element fixat astfel ca p(x) < 0, ie(—m,... —1), p(o) = 0, 
ie{1,...,k}. Condiţiile generale de lucru sînt următoarele : funcţiile 9,, 
ic(—m,...,—1,0,1,...,k], au derivatele parţiale de ordinul al doilea 
continue în 4. 
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Fie K., C E", conul convex definit prin 
(2) = {y = (x — m): t> 0, rec}. 
Fie a C (—m,..., — 1} dată prin 
(3) a = (ie(—m,...,—1): e(z) = 0) (lol = numărul indicilor din a), 
şi fie C*, C,C C, KCR” date prin 
of; ; i 09% 
(4) Co = (ze: Suam "EL y — ën >= 0, jet oh n). v— 


— ns = 0, tea}, 


dq; 
—í(1y:t20,9€0,), Ci={reC: 99 SS Pi (ax), a > =0,< a (to) 


g — ty >= 0 jé {l,...,k}. 


Ipoteza I,, (o) vectorii 25% 9 (ag), ieaU(1,..., k} sînt liniar indepen- 
denfi, 
(B) există (2,,. . - Cuza CO astfel ca x € int eo(z,,...,25,4), şi vectorii 


a (29) (2; — %), Zell, all, din R*+'al sînt liniari independenţi unde 
E 

= (9, caU(l,...,k), l = k + [a]. 

TEOREMA 1. Pie XL local optimal pentru P, si fie ipoteza I, înde- 


plinitd. Atunci, există oeh, ie{—m,...,-1}U{1,..., k} astfel ca să 
avem, 


(5) «A e (2) y> + y < ĈE (a), y > 220, pentru orice y€Kz, 


da —m 


0? "e k 0? "mm . "Wm 
(6) s (29) 9, 9 Gë A < ES j, 9 > 20, pentru orice je Ko, 
mmm 
Gen 


(7) «> 0, plL) = 0, ie(—m, ...,—1j. 


(Demonstrația se găseşte la sfirgitul capitolului.) 
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În continuare vom da condiţiile suficiente de optim pentru P, 
care sint o generalizare a celor conţinute in [7]. 
1. Spunem că x este strict local optimal dacă există o 
EE V a lui z in R” astfel ca 9(%) < olL), pentru orice zeV NOC, 
g E a 


e (2) < 0, ie( —m,. »—1}, o(v) = 0, Esdr , kj. 
TEOREMA 1'. Fie eet? astfel ca q(zy) € 0, Ze fm,.. .,—1), e, (29)— 
= și ei? yn Fie Kz, con convex închis. Fie ën > 0, ER, ie( —m, 
Un, , k} astfel ca să avem 


(5) < " (9), e — m > + Y as E (m), onm 0, pentru 


ta -m 
E 
orice ze C, 
ED k 8? 
Po (a) (Z — 8%) T — 2> + Y «« Es (£o) (Z— 2) F— 
Ja? i= -m Qa? 
iso 
— $9220 


^ 


pentru fiecare gll c’), unde â = (ica: a, >}, 
a 


(7’) a; 20, ajo (Lo) = 0, ief — m,..., — 1). 
Atunci cq este strict local optimal pentru F. 


Demonstrajie. Vom proceda prin absurd. Dacă a nu este strict 
local optimal atunci existá un gir (pi CC astiel ca să avem 


(8) Qo(£,) S qo(4o); lim Ly = Lo, Ly T Tos 
(9) Pil 2,) < 0, ie{—m,.. 4—1); REN = 0, je. E). 
Fie cp = | 2, — tl gi yy = 2A. i 
g ; 


Sa 
Prin definiţie, avem 
(10) Ly = Lo + Ep Yp, unde lim c, = 0, iar |y, | = 1. 
2-00 


Deoarece sfera unitate din E" este compactă rezultă cá există je E" 
gi un subsir {yea} | s x do) astfel ca 


(11) lim ys, = 8 Wl cl, 
Robo 
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În continuare, fără a restringe generalitatea, vom considera că, 
(12) lim y» = j. 


Folosind (9) si (12) avem 


d 
(13) 0 > pi (2p) = Pi (2o) + e < 22 (29) > + o(e)$e(—m,...,—1), 
d A 
0 = e, (27) = cp < 5 (2o), F > + (s), ?€(L,...,5j, 
unde lim ale) — 0, Gel —m,. ..,—1])U (1. . ., E). 


N= £5 


Folosind (8) si (12) avem 


d : . o 
(14) 0 > edd — Po (20) = e, < ĈE (25), 8 + 00 (€p), unde lim EN o. 


p-> 0 Ep 


Din (13) deducem 


09; " : d E e 
(18) < E (ay), j «0, ien « E (a), j > =0, te{l,..., k}, 


iar din (14) deducem 


a 
(16) < T (a), J> <0. 
Ox 


Prin definiţie avem y, e Ka, DEN, iar prin ipoteză Kz, este închis. 
Prin urmare, folosind (11) avem gek, si vor exista 
i >0, Ze astfel ca: 


(17) j = UE — a. 


Mai departe, folosind (15) şi (16) obţinem 
ð " d d : 
(18) < Šahi > t X «wl (m) g> <0, 


ia -mM d 
i30 
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si luînd în consideraţie (5') deducem 
(19) < St (20), Z — % > = 0, 1€GU{0,1,..., K}, BEC. 


Prin urmare, avem Ze (A Or, În continuare, folosind (6') obținem 
ez 


că există 8 > 0 astfel ca să avem 


990, Zo = 
(20) < og? (249)9, 9 +- y xL og? (4)7, 7 >= 8, 


Ze wn E 


40 
iar din (19) avem 
(21) TA. Lech 9 > + > es T (29), >=0. 
[2 


k 
Fie F:R"—R definită prin F(x) = oul) — 9(%) + Y; gë (2), 
in -m 
+0 
unde «, sint constantele care verifică (7'). 
Prin ipoteză, F are derivatele de ordinul al doilea continue in o 


şi folosind (10) avem 
OF $ oF | 
(22) F(x») = F (£o) + s, Ge (£o), Yp > + e «x aa? (49) Yor Yp > + 


6 o 


p õ (e?) unde E = (). 


Prin definiţie, avem F (2) = 0, iar din (5) avem < " (29), yp > È 0. 
x 


Folosind (7'), (8) si (9) avem 0 > $(%q) — 9o(%) > F(2,). 
Pe de altá parte, din (22) avem 


(23) 0 2 eQ(z,) — Polo) > dl, ZZ ay), Up Yp > + : at). 


Ep 
În continuare, folosind (11) gi (20) avem că există un rang sufi- 
cient de mare începînd de la care să avem 


6 $9 > 
Ep 


< Ee 5 (20) Yo. Jp > + —— Ln z (50 > 0), contrazicind (23). 
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Contradictia a apărut ca urmare a negării proprietăţii de optima- 
litate gi demonstraţia se încheie. 

2. În continuare, vom da condiţii suficiente de optimalitate locală 
pentru o problemă de optimum-Pareto care într-o formă mai simplă 
a fost formulată și în primul capitol. 

Fief: R^ > E, ie{1,..., m}, 9: R” — R, ie(1,..., k}, cu deri- 
vatele de ordinul al doilea continue. Fie C C E’ o mulțime convexă gi fie 
t, € C fixat astfel ca p; (20) = 0, iE (1, . . ., k}. 

e (1j. Fie JI 7 = Leet: fila) si, (20), ie (1,..., m), q; (8) = 0, 
Ü 
DEFINITIA 2. Spunem că x realizează un optimum- Pareto local 
dacă există o vecinătate V a lui wg astfel încât mulțimea H (aq) (1 V să 
fie vidă. 

Se pune problema de a găsi elementele care sînt optimum-Pareto 
local. 

Notăm cu P, această problemă. 

Fie O CC C mulțimile convexe date prin 


(24) €—(2€0: < A (a), e—a > = 0, < (a), &—2 > =0, 


ie{l,..., m), je(t, ..., EI 


d 
GEET 
c 


je(1 ..., Ej ce {1, ..., m). 
Fie K.,, Ko C E" conurile convexe date prin 


(25) Ka, = {k —t(z—2): t > 0, ze), Ki —(ty:t2 0, ye C. 
Ipoteza I,. (œ) Vectorii ^n (29), Zelt, ..., Eh, sînt liniar indepen- 
x 


denji, iar matricea E (29) ] are rangul k + m — 1, unde F = (fy, ..., fo 
x 
Qj +++) 9x) (Ba) Există (m, ..., Bia) CC astfel ca a, eint. co (2, ..., 
4441), iar vectorii Se (29) («y —23), ***, az (29) (2, — 20), sînt liniar inde- 
c x 
pendenji, unde l =k + m — 1. 


TEOREMA 2. Fie zy, un element PANUM d local şi fie P 
I, îndeplinită. Atunci există oe R, ic (1, ...,m), BER, jE{1, ..., k}, 
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astfel ca să avem 


- d d d , 
(26) Y a < 2 (So) ¥ > + A 6j (29), y > È 0, pentru orice yj € Ks, 
-1 


fal 
m 0? a S Ok 0? FE 
en Sa < oh (ay, I>+ J B < Gp 29 
-1 =i 


pentru orice y € Ko, 


(28) «20, Y a, #0, Ge fl, ..., m. 
jul 


(Demonstratia urmeazá o cale identicá cu cea a teoremei 1 care se aflá 
la sfirgitul capitolului). 

TEOREMA 2'. Fie ae C astfel ca 9; (29) = 0, je (b. .k). Pie Ka 
mulțime închisă. Fie «E R, BE R, ie(l,. m), jel, Wad astfel ca 
să avem 


(26^) Y a; <4 7. (ay) L-X%y>+ X d «zu (£o), £ — 29 > > 0, pentru 
Ze L 


orice ze C, 


k 
GT) Y «23 (ay) (t — a), f — so >+ Y Bi < E Gn) (— a) 


îl 


pentru fiecare 2 € (| Ci, unde S = (ie(1,...,m): a 50), Ss Ge 
{es 


m 
(287) Y a HO, «20, ie(L...,m). 


i=l 


Atunci x, este optimum-Pareto local. 
Demonstraţie. Vom proceda prin absurd. Dacă xnu este optimum- 
Pareto local atunci există un şir {x Leg C R” astfel ca să avem 


(29) ` z, EC, lim 4, = o, Ly Lp 
fi-»o0 s 
(30) 9, (2) = 0, je(l, ..., kj, 


(31) Fi (ty) S fi(zy), TE (A, ..., m). 
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Fie y, — 7» — T. Deoarece |y,| — 1, iar sfera unitate in R” este 
ba — To 

compactă rezultă că există un subşir {Yp zen C (y,]»ew Şi y € E" astfel ca 

să avem 


(32) lim Mo = 3, |\g| — 1. 
. p-> 
Pentru simplitate, vom presupune că avem 
(33) lim o = j. 
po 
Prin defiritie avem 
(34) a, = % --s, + o(sp), unde e, = | £p — al, iar o(s) = e, (y, — 3). 


Mai departe, din (30) si (31), folosind (34) avem 


(35) 0 2 fi (2p) — fi (29) =e, < ay, > + alep), $e(1, ..., m), 


a - ) 
(36) 0 = g (2p) = s, < (ag), J> Lëtsch JE{L, ..., k} 


unde lim 2%) — 0, lim %(2) — o0. 
NO Ey n=» oo E, 


În continuare, din (35) şi (36) se deduce uşor că avem 


ð d e 
(87) < ay, 3 > 0, < 2 (29) y =0, de (1,...,m),jeţ,...,h). 
Prin ipoteză, K«, este închisă, iar prin definiţie avem y, € K,,. Folo- 
sind (33) obținem 
(38) ge Ke, J = (2 — 29), unde î>0, zeC. 
Mai departe, din (26') si din (37) deducem 


c of, = = 09, 
69) o«i[ X s lah m >H X Ss E (a), 27m | = 
Ox jul Ox 


ial 


v of 
à «3, O y. 


m 9 k 00; 
-y «2 ay), p» + 3 Bu < (a), 9> = 


$21 
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Utilizînd (39) şi (37), deoarece o, > 0, je (1, ..., m}, obţinem 
(40) < z Vo)» > —0, dacă a; 0. 


Mai departe, din (37) şi (40), folosind (38) avem 
(41) z € ((^ €). 


ies 
Fie P: R"— R dată prin F(z) = X e (fi (2) — fi(29)) + e 5,9; (2), 
fi 


unde constantele «,, B; sint date prin ipoteză. 
Prin definiție avem 


(42) 0> x as (f, (25) — Eist = F (2p) = p < d (29), Jp + 


29 ^ ~ 
+ af < (00) Yp > + hi unde lim 2) = 0. 
0a? ep $20 8 
OF 
Folosind (26’), avem KEE (29), Me > 2 0, gi utilizînd (41) şi (271) 
x 


avem că există 5, > 0 astfel ca 


(43) | STEE 


În continuare, folosind (33) si (42) obţinem că pentru n suficient de 
mare avem 


Ob õl( e2 
(44) < Jz (20) Yps Yo > + —— lep), 
ep 


Folosind (44) obținem contradictia cu (42) si demonstraţia se încheie. 


20. 


$ 2, CONDITII SUFICIENTE PENTRU PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL 


După cum s-a putut remarca, în obţinerea condiţiilor suficiente din 
paragraful anterior un rol fundamental La jucat faptul că sfera unitate 
este compacta. 
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Pentru problemele de control optimal, spaţiul de bază fiind infinit 
dimensional, sfera unitate nu este compactă. Din acest motiv, pentru a 
formula condiţii suficiente de optim relativ la problemele de control 
optimal este necesar a folosi condiții mai dure şi o metodă diferită de cea 
expusă în cazul spaţiului finit dimensional. Pe de altă pante, aici, de 
mare importanță se dovedeşte a îi alegerea normei în raport cu care se 
defineşte condiţia suficientă de ordinul doi. În acest sens, norma cea 
mai convenabilă în raport cu care se poate defini condiţia suficientă de 
ordinul doi se obţine considerind spaţiile C(t, t; RE") si L, (tg, 43 
R’) ca fiind scufundate in L,(to, t, ; E") gi respectiv L,(t), t, ; E") (vezi teo- 
remele 4’ și 5’ în comparaţie cu teoremele 4 gi 5). 

1. Pent:u început, vom considera o problemă abstractă de optimum 
cu o restricție dată printr-un operator infinit dimensional. 

Fie X, Y două spatii Banach şi fie date ọọ :X > R, T :X — Y, apli- 
catii continue. Se cere să se minimizeze p(x), ze X, cu restrictia T(x) —Oy, 
unde O, este originea din Y. 

Fie ze X fixat astfel ca T(x) = Oy. 

DEFINIȚIA 3. Spunem că w, este punct regulat pentru T dacă T 
este continuu. diferenjiabil Fréchet in x, şi dacă dT(x;:):X—>Y este sur- 
jectie, unde dT (xp, -) este diferenţiala Fréchet. 

DEFINIȚIA 4. Fie X spațiu Banach si X,, XCX două subspafii 
Banach. Spunem că X este suma directă a lui X, $$ X, (X = X, X,), 
dacă şi numai dacă fiecare ze X se scrie in mod unie 2 = x, + 2, unde 
e Xi, Lo E X, 

DEFINIȚIA 5. Spunem că w este strict local optimal dacă există o 
vecinătate V a lui x în X astfel ca pentru orice gef care verifică z--2,, 
T(x) = Oy să avem Gelfal < Po(2). 

n cele ce urmează, presupunem că 9, şi T sînt continuu diferen- 
tiabilele Fréchet de ordinul al doilea in 2p. 
TEOREMA 3. Fie x € X regulat pentru T ; presupunem că X admite 
descompunerea în sumă directă X = Ker dT(z,;-) X,. 
Fie ne Y* si 8, >0 astfel ca să fie îndeplinite următoarele condiții 


(45) do, (295 2) + à (d T(z, ;z)) = 0, pentru orice v € X, 


(46) d?g, (z,; Z, Z) + X(d?T(z,; 2,2) > 95,|2]||?, pentru orice Se ker 
dT(2s; *) 

Atunci xa este strict local optimal. 

2 Demonstraţie. Procedám prin absurd. Dacă a, nu este strict local 
optimal, atunci va exista un gir (2,)nex C X astfel ca să avem 


(47) T(z)-— Oy, lim 2, = Loy Lp Æ Bo 
=> o 
(48) 9o (24,) S Po(%o)- 


Prin ipoteză avem X = ker d T(z,;*) O X, si folosind teorema 2.15 
rezultă că există o vecinătate V = V, O Va V, Cker dT(z,;:), V,C X, 
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a originii in X şi kh: V,—V, continuă astfel ca să avem 


(49) Tay + @ + Mall = Oy, Am — 0, lim EU o, 
lld129 (ell 


iar h(x) este unica soluţie a ecuaţiei T(x, + 2 + y) = Oy, y € Va. Mai 
departe, avem x, — zy = 21 + 22, ei e ker d7(a,;-), 22 € X,, şi deoarece 


lim ||z, — v9]| = 0 rezultă cá pentru n suficient de mare se verifică 
Beck 


(50) Oy = T(a,) = T(z, H 2a + h (22) 24 € Vy, 22 € Vo. 
În continuare, folosind (50), avem 


(51) epo(2,)— Polo) = qo(2,) — pf) MI) = (Hq + 2i + h(2}))— 
— Po (29) + A (T(x + za +h (2))). 


Notăm F(x) = gols) — polso) + X(T(2)). 


Deoarece o, $i T' sînt continui diferentiabile Fréchet de ordinul al doilea, 
in 2, folosind (45) şi (46), din (51) deducem 


(52) Pollan) — Po(20) = F(a) = F(x + zs + h(z))= F(a) + 


OF |, 1 OF 1... L ep cn 
+< ES Za cS (To) Zas Za > a < Ga 79) h(21),22; + h(21) > 
+ all 2), unde lim (9) = o. 

£920 g 


Prin definiţie avem F(s) = 0, iar din (45) avem < Z (29), 21» =0. 
x 
Mai departe, folosind (46) avem 
(53) «E gd, za >> lel? 
T : e (pen 
şi luînd in consideraţie cá lim ————— TET — 0 (vezi (49)), 
nep 00 2, 
rezultă cá pentru n suficient de mare avem 


» EE ote PY SE 
e zT (INR uat a CH 
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Folosind (53) si (54), din (52) deducem 
(85) e, (2) — Polt) = IFA Héi > E TALES 


ceea ce contrazice (48). Prin urmare, x, este strict local optimal $i demon- 
stratia este încheiată. 

În unele aplicaţii care vizează în special problemele de control 
optimal neliniare teorema 3 este nesatisfăcătoare în obţinerea de con- 
ditii suficiente de ordinul doi (vezi teoremele 4 și 5 de lapunctul următor). 

Avînd în vedere acest lucru, (46) din teorema 3 va îi înlocuită 
printr-o condiţie mai slabă şi anume în locul normei ||:|| din spaţiul 
Banach X se va utiliza o altă norma |||-||| relativ la care X poate să 
nu fie spațiu complet. Vom folosi aceleași notații ca în teorema 3. 

TEOREMA 3'. Pie z, € X regulat peniru T ; presupunem că X admite 
descompunerea X = ker dT(x,;:) DX. Fie V = V, x V, o vecinătate 
a lui ips în X (V, C ker d T(z ; -)) şi fie a :V,—V, astfel ca T(x, 4-2 +% 
(@)) = Oy. 

Fie |||:||| o nouă normă pe X relativ la care X poate să nu fie . 
complet. Pie X€ Y* Zei 89 — 0 astfel ca să fie îndeplinite următoarele 
condiţii. 


(45') dgo(% 5%) + AdT(20;2)) = 0, pentru orice ze X, 


(46%) (i) We o pentru (PI 9 


Hel 


(în) |d® q(x 5h, k) + à (G?T(o; h, &))| < CUAL UI FIL, 


Wise: h,k) + MA T(x; h, k)) — (d?og (£0; h, k) + X(d*T(o,; h, k))) S 


< alle — sol IAI] TAIT] unde lim (e) = 0, 


(ig) d’PolLo;Z, Z) + X(d*T(z,;2, 2)) > à,|||z]|l?, pentru orice 
zeker dT(ao,; -). : 


Atunci w, este strict local optimal (în norma ||-||). 
(Aplicația (2), aga cum s-a văzut din teorema 3, rezultă dintr-o teoremă 
de funcţii implicite). 

Demonstraţie. Fie F(x) = gaz) + A(T(z)). Pentru fiecare zeX care 
verifică T(x) = Oy, xE% + (V, x V.) avem æ = a +2 + a(z) şi folo- 
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sind (45') si (46’) obţinem 
Po(Zo + Z + 2(2)) — Pol2o) = F(z, +2 + a(2)) — F(a) = 
= E [AF (z,; 2, Z) + d?P (2,5 + (z), a(2))] + o(2) > 


à 
zig (2 e ng pe ESS 
> Uer [3 + aer( o; dn 


ZS + xv (2) 2) o(Z) | 
(Isi! (ell 


Utilizind (46') obţinem 


m JB < lim (iz + steil = 0, unde x este dată in (ij) și 
Nao |||]z]|]|* — tatto 


prin urmare 
8 
Pollo + X + 2(2)) — q(Xpo) 21 (SIS, pentru zeker dT(z,;:) cu 


norma ||z|| suficient de micá. 

În continuare, procedind ca la începutul demonstraţiei teoremei 3 
se obţine contradictia cu ultima inegalitate de mai sus. 

2. În cele ce urmează vom utiliza teorema 3 în obţinerea de condiţii 
suficiente pentru problema de control optimal. În acest scop este necesar 
a formula condiţii explicite legate de datele problemei care asigură înde- 
plinirea ipotezelor teoremei 3. Legat de aceasta vom studia cîțiva ope- 
ratori care intervin mai frecvent în problemele de control optimal. 

Fie X spațiul Banach dat prin X = C(t), 1,5 E^) x Life bh: E). 
Fie 7,: X —> Clty h; RE"), Ta: X > R'g T: X > Lo (ty, t3 E") defi- 
niți prin 


(56) Tilæ(-), wi: DD = a(t) — % — ( f(s, (s), u(8)) ds, t € [to în]; 


unde 2, e R” este fixat, iar f : [to 4] x Ei xR’ > E" este continuă cu deri- 


of 


vatele partiale 9f; » —J continue, je{1,...,n}3 
dp dau 


bh 

(57) Talal), «() = (a — Fit 200), (9) dt, fei EI 
to 

unde F;:[t, 4] X R'XR'— E este continuă cu derivatele parţiale 

OF, OF, 

ri Mel 


continue; 
dm Ow 
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(58) Za(z(-), u(-)) D = (Pilt, x(t), w(t)), te{1,...,m}), telto, $1, m <r, 
unde p;: [ty 4] x R"xR’' oR este continuá cu derivatele partiale 
Zë: zh 
da’ 
Notăm Ti = (Ti, Ta), Tis = (Tis Tal, 
În general, în problemele de control optimal apar operatori de SE 
Ti, Tia sau T, s. În continuare ne vom ocupa de operatorii T,, Z, și Ti, 
Fie (2(*), 4(-)) € X astfel ca să avem 
(89) Zu(z(-), 4(*)) — 0, Ti, (Z(+), 8(*)) — 0, Tis (2+), 359) eno 
Fie dr: [to bz, te{1,..., k}, absolut continue, definite prin 


_ 98 LÉI r OF, , « 
(60) A) = 0, — = (3 SE am | Wl) +I (2 (0, BH) 


continue. 


a.p.t. in te[t,, ti]. 

Ipoteza Isa. Funcţiile x [<,(t), f(t, Z(t), 40) —-- PF a(t), 9(0)] 
te[ty, ti], ?e(1,. . .,k), din ee t, 32") sînt liniar independente. 

Ipoteza I, 5. Won c PLZ & (t), u), 4e (1,..., m), sâni liniar inde- 


== A 

pendenti peniru fiecare (t, p :), unde dü(-) este închiderea în măsură 
a lui 4(-) (vezi 0.14). 
PROPOZIFIA 1. Fie (2(-), 4(:))eX fixat. Atunci sînt adevărate 
următoarele afirmaţii : | 

(a,) dacă T,(2(-), 4(:))= 0, atunci (%(-), Ü» )) este punct regulat 
ia E iar X se descompune in suma directă X = ker. d7,(&(-), d(-) 
MEI 

Së "dacă Tia (£(), &-)) = 0 gt ipoteza l,s este îndeplinită atunci 
(2(-), &( -)) este Duci regulat pentru Y m iar X se descompune în suma 
directă X = Ker dT,,.(a( A 4(-) ;-)0 

(a3) dacă T,s (ll AU =0 gi as I, este îndeplinită atunci 
(a °), 4(-)) este punct regulat pentru T, gi Tis tar X admite descompu- 
nerile in sume directe X = ker dT, , (Gi) "E s ) O X,, X = ker dT; 
(2(-), 8(-);:)0X 

* Desiontirahé . . (24) Prin definiţie şi folosind teorema 23.8 deducem 
că T, este. continuu diferentiabil Fréchet în (ei A, &(-)) si 


(b) ATA“), a); oC) «(0 0 = a(t) |, FAS B(s), &(s))a(9) + 


+ ZE ls, 80) te) «(9 às, tetto A 
Vd 
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La început vom arăta cá 


(62) dT,(z(*), 4(*);-) :X—O(ty, t; BR") este surjectie. 

Verificarea lui (62) este o consecinţă a faptului ca ecuaţia d T,(a( A, 
di Da ai +), w(*)) = h(-), h( Jee t, ; R”) este echivalentă cu ecuaţia de tip 
Voltera 


(63) æ (t) — EL (8), d(s)) as) ds = 
=È Lie, at), Si ul) ds + h(i), telo f]; 


această ecuaţie are soluţie in X şi chiar de forma particulară 
(æl), 0), 2(*)eO(t, i; E^). 
Mai departe, din (61) avem 


(64) — ker dT, (z(-), &(-)5) = {(a(-), u(- EX: s(t) = 0, 


src 2L (20,80) a + E (1,80), 8(0) ut, apit în te te, 4] 


Fie X,CX subspatiul Banach definit prin 
d = 
(65) X,— (2 (5,06 X :2(&) = b(t), (0 | 2i (s, (8), &(8)}æ(s)ds = 
= h (t) te [to t], ^(:)eC(t, t; E^). 
Deoarece operatorul dT, (GI: ) €(:);:): XC (to t; E") este continuu 
rezultă cá ker dT,(2(-), &£(u- );*) este subspatiu Banach. 
În continuare, vom arăta cá avem 


(66) X = ker dT,(2(:), 4(:);:)0X,, unde X, este dat in (65). 


Fie (#(-), «(-))eX ales arbitrar. Fie zt -)eO(t,, t; R”) corespunza- 
toare lui u(-) astfel ca să avem 


(67) (3 (7), «(*)) Eker dT, (3(-), &(-)5-), 


Alegerea lui zi) este posibilă întotdeauna tinind cont de y 
Fie 2,(-) = z(:)—a,(-). Vom arăta că avem 


(68) (22(*), 0)eX, 


21 — c. 894 
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Într-adevăr, fie &(-)e C (t, t1; R”) dată prin 


(69) h(t) = a(t) — j E (s, (8), éist sii + Ze às), el ds, 


telt ti]. 


Se verifică imediat cá avem 


(70) — a()— x (8, (8), (0) edel ds = h (8), tel, t), 


şi prin urmare, am obţinut 
(71) (®a(°), O)EX, şi (2(*), u(-)) = (6C) ul) (CT), 9). 


În continuare, vom arăta că descompuner ea din (71) este unică, 
Fie, prin absurd, (z;(*), 4(-)), 25(*),0) gi (zi'(*), w(*)) (22 (*), 0) două 
descompuneri diferite ale lui (@(-), u(:)). 
Avem 
(72) (2(-), w(-)) 2 (3 (C), «(- )) "Tei ) 0) = (XC: ), 9 ()) + (2 0),0). 
Deoarece (zi( -), w(*)), 4 (7), u(-))e ker dT, (z(*), &(*)5*) re- 
zultá că avem și (xi (°) — zi’ fe )^ 0) e ker dT, (2(-), &(-). Mai departe, 
folosind (64) deducem 


(73) æi (°) — æi’ (+) = 0 gi folosind (72) se obține x;(*) = xs$',(*) contrazi- 
cîndu-se ipoteza că descompunerile ar fi diferite. 
Astfel, (66) este verificată si odată cu ea se încheie demonstraţia, 
afirmației (a). 
(24) Prin ipoteză avem T,(z(-), î(:))=0 si T,(2(-),9(-)) — 0, 
Folosind (2,) avem 
(74) dT,(2(-), â(:));:): X — C(t, ta; R”) este surjectie şi X = ker 
dT, (£(-), £(:);:) 6 X. 


În continuare, folosind ipoteza I, a vom arăta că avem 


(75) dT,(2(-) &(-);-):ker dT,(2(-), &(:);:)— R* este surjectie. 
Prin definiţie si folosind teorema 2.7 avem 


5 D 
(76) AT, (č (C), &(-) eC) «C» = [| 


l iaz + 
(t, 8 (t), a) utn | dt, ie (1,.-., d ! 
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În continuare, folosind (60) şi (61) din (76) obţinem că pentru 
fiecare (z(:), u(:)) e ker dT, (2 (- ), @(°)3°) avem 


‘ 
(77) dD, (@(+), %(+)3@(+),u(*)) =($ < Zus v, (), f (59 (0), (0) > + 


+ Pi, (0), 20, w(1) dt, ie(1,..., 8). 


Deoarece dT, (2 ( * ), a.) ) este liniar, iar spațiul valorilor este finit 
dimensional (= R*) rezultă că imaginea spațiului Lo (to, t1; R’) prin apli- 
catia liniară dată în (77) este un subspatiu L închis în R*. A verifica 
(75) este chivalent cu a arăta că avem L = RF. Fie, prin absurd, LÆ RE. 
Atunci va exista un vector « = (a,,... 5%) E ER , nenul, astfel ca să avem 


k 
(78) Y, «, 1; = 0, pentru orice l eL. 
$21 
Astfel, folosind (77), din (78) avem 


(79) CS X a (<4 (0, f(t, 20, A) +F, (t 20), &()), om 


> dt = 0, pentru orice, u(-) € Lo (t$, t1; E") şi printr-o alegere corespun- 
zătoare a lui «(-), din (79) obţinem 


(80) ( 


by 


In continuare, din (88) obtinem X ti Z (< d (0, f(t, o (t), &(t)) >+ 


+F, (t, & (t), 4 (t))) = 0. a.p.t. inte li, Ge şi folosind ipoteza I, , rezultă 

a, =0, 76 {1, k}, contrazicind proprietatea lui « de a fi nenul. 

Astfel, am verificat că avem L = R* şi demonstraţia lui (75) se încheie. 
Mai departe, vom arăta că avem descompunerea 


Y T (< d (0), f(t, 20,20) > + F: (t, 2 (t), & (¢))) “at = 0. 


fel 


(81) ker aT, (@(- ) €(*)5;*) = ker am, a(@(+), d(-);: )@Xs, unde X, 
este spaţiu Banach de dimensiune k. 


onn) obţinem că există (27, (* ),",(-))ekerd T,(2(-),4(-)5;*), 
i€(1,...,k) astfel încît 


(82) vectorii dT, (2(*), $(-); 2,(:), (*), $e(1,...,k), din RP sint 
liniar independenţi. 
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Deoarece un (2(-), $(*);-) este liniară, din (82) obţinem că (v (°), 
u (-)), îe(1,...,k) sînt liniar independente. 


Fie X; ke dT, ((*), &(- ix ), spaţiul Banach de dimensiune 
k generat de (x; (°), w; (:)), îe(1,...,k); eu alte cuvinte avem 


(83) X, = {y(-)EX; y () = Es (m (7) 8 (1) ae Bie(1,...,h)), 


(84) dT, (z(-), î(-); X3) = E. 


Fie (z(:), v(-)) eker dT,(z(-), 4(:);:) ales arbitrar. Folosind 
(84) deducem că există (z4(-), v,(-))e X, astfel ca 


(85) aT, (£(-), &(*)5 Salt), ua") = AT, (@(-) (0), (0), ul). 


Fie (2,(:), m(:)) = (x(:*) (0) «()—99(:). 

Prin definiţie, avem (z, (-), «4(:)) e(ker dT, (z(*), (:);:)) N (ker 
dT,(2(-) &(-);:)). Astfel, am obţinut 
(86) (z(-)5,«(*)) =(@(+), za C)) + (208(1); 99 (C1), unde (a (+), uy (° He 
eker dT, ,(2(-), 4(:);:)); (237), "9 ()) € Xs. 

În continuare, vom arăta, că descompunerea din (86) este unică. 
Procedăm prin absurd. Fie [(z1(-), w(-)), (22(*), us C) EG C!» 
uz’ (*)), (o (+), uz (-))] două descompuneri diferite ale lui (#(-), 
u (-)). Avem 
(87) (zi (°) 2 C) 3C) — ur C)) = (a (0) — 98(0 ug C) — ul). 

Deoarece (2i (*), 1(*)), 9 (*), ui (:)) e X; avem si (Z(-), $(-))e 
€X» iar din (87) deducem dT,(x(- , 4(-); 2(-), @(-)) =0, unde 
£(:)-—azi(:)—m$' (0), $C) u(o)—-w' C). 

Deoarece (x; (:),9(*),2€11,... , k}, sînt liniar independenţi, din 
re e dT,(2(:), £(-)5 v(*), 4(*)) 0 obţinem că avem (Z(-*), 
ü = 


În continuare, din (87), deducem gz (+) = (a$(*), uz (*) = "s (7). 
Prin urmare, obținem că cele două descompuneri sint identice contra- 
zicînd ipoteza făcută. Astfel, (81) a fost verificată. 


Mai departe, folosind (an), din (81) obținem 


(88) X = ker d7,,(2(-), £(*);-) O X, 2 unde X, , = X, © X, iar X, 
este dat in (a,). 
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Demonstrația lui (a) este încheiată. 


(a3) Prin ipoteză avem 7, (2(-), 4(:))=0, T, 1. K D » =. Wi 
şi folosind teorema 8.8 deducem ^ 


(89) rige a); eC) vC») =(<# GE 
+ coh P, ëm, (0), «(t)», Gef, m) tels ty]. 
Folosind (64) si ipoteza I, 5, din lema 3.5. 4, ge E 


(90) d T; (z( -), ü(- j; ); ker TAGE b (+) 5+) Le (toy hi R”) este 
surjectie. : 

« In continuare, vom arăta că spaţiul Banach ker EZE 3 er, T ) 
admite o descompunere in sumá directá de forma 


(91) ker dT, (2(*), &(*);:) = ker dT, 5(@(-), &(:);:) © Xy, unde X, 
se va defini mai tîrziu (vezi 97). 

Pentru ca demonstrația lui (91) să aibă un caracter mai ‘simplu; 
de aici încolo vom presupune cá & (: ) este o funcţie continuă pe porţiuni. 
Pentru cazul general (4 (:) e La (to, t; KI, metoda de demonstraţie se 
păstrează însă verificarea devine mult mai laborioasă. 

Funcţia @(-) fiind continuă pe porţiuni prin definiția mulţimii 
d (+) (vezi 0.14) avem 


(92) ü(-) ) (t) = (& (t 4-0), &(t — 0), pentru fiecare t € [1,, t,], unde (t +0), 
& (t — 0) sint limita la dreapta gi respectiv la stînga. Astfel, ipoteza Is; 
în acest caz se enunţă 


(93) vectorii or (t, $ (t), v), € (1, ... , m), sînt liniar independenţi pentru 
u 
fiecare te [to ti] si u e(& (t + 0), a(t — 0)). 


Deoarece matricea M (t) m Es (t, 2 (t), &(t)) ... Zon, ag, am! 


este formată din funcţii continue pe porţiuni, folosind (989 Se că va 
exista o partiție a intervalului [tọ ù] într-un număr finit de intervale 
I,, j€(1,..., l}, astfel ca pe fiecare interval I, un acelagi.minor M; 
al matricei AM. să aibă rangul m. 

Fie At: ) E Læ (to; t; E") ales arbitrar. Din cele DU mai sus 
rezultá cá pe fiecare interval I, din sistemul EO 


(94) <2 (t, 8), em, uN > =D, te fe m), se pot 
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determina m componente ale lui «(-), şi anume acelea care intervin in 
minorul M;, în funcţie de celelalte r— componente si de h(-) astfel 
ca să avem 
(90) u’ (t) = Mj? (2) 7 h(t) + R, (t) a d unde Myt (t) este inversa matricei 
Su (e J) —-Qq^(- Ia Uim(+)), A (+) ={u,(- ),t€ {1, . TI NUS. e 

“3 Zell, dar Jon in sint indicii care intervin in formarea mino- 
ruiui iz, (t). Pe fiecare interval [,, orice 4 (*) se descompune în u(-) = 

= (ui (- ^, di ( - » unde ui(:),ui(: *) sint date in (95). 

Fie Le (fo; t; R')CLe(ty, ti; BR’) subspatiul Banach definit prin 
(96) Li o t; R') = (v (*)e Lo (to, t1; BY): u (+) = ((w(-), 0), 
PELs wee AAR 

Fie X, C Ker dT, (z(*), 4(-));-) spaţiul Banach definit prin 
(97) X, = {(w(-), w(-))eker dT, (a(-), gt. )5-)3 u (+) €D fia t 5 EI, 
Mai departe, vom aráta cá avem 
(98) AT, (2(*), H+); X3) = Lolto t, 5 E"). 


Fie ^ (-) € Ls(t,, 5, ; R”) aleasă arbitrar. Din sistemul 


(99) < I m a (t), Ut)), o> + cm A (t, Z(t), &(0), u> = h (t), 
de {I,.., es te [to t], 


folosind (95) rezultă că există u (t, x) astfel ca să avem 


(100) w(t, ai = (w(t, 2), 0), w(t, 2) = M7 (t) h() — Up E (t, 
i HH 
" &(t) W(t) w, tel, p = (Pr. < Pm) JE (3,..., H. 
În continuare, considerăm sistemul liniar in o 


(101) 2 (t) — =< - (8), amet A of "mëi (0, A) ut, 2) 


şi fie v(-)e AC (ts, t, ; E") soluţia unică din (101). 
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Fie u(.) eL} (t, ti; E*) dată prin 
(102) u(t)=u (1,2 (£)), unde u(t, æ) este dată în (100) iar si: veritic(101). 
Prin definiție, (æ(-), w(-)) verifică (99), iar din (101) avem (a(:), 
u (.)) € X, si demonstraţia lui (98) se încheie. 
În continuare, fie (z(.), u (-)) e ker T, (2(.), u(.); -) ales arbitrar gi 
fie h (.)e Lolto th; E") astfel ca să avem 
(103) dT; (2(-), B+) 5 2(-),u(-)) =h (-). 
Folosind (98) avem cá există (z,(-), ua(-)) e X; astfel ea ^ ` 
(104) dT, (2 (-), & (-)5 al), t (-)) = ^ (-). 
Prin urmare, (2(-), u(.)) admite descompunerea 


(106) (2(-),u (-)) = (21), (4) + (00); SC )) unde (a,(- nm d eX, 
(Za (+), Mei: ie kere frs (@(-), &(. LE :). 


Ín eontinuare, vom arăta, că descompunerea, dată în (106) este unică. 


Fie, prin absurd, Io C ch Ui(-)), (22(, Wo (-))1. 
[(z1'(. X utt. D, (a2 (°) wt, ))], două EE diferite Ale lui (a(-), 
)). Avem | 


(107) (e (0), wh (+) — (2 CJ, w (e) = (GE C), ug C) (CJ, £C 


Deoarece avem (os (+), ug (-)), (23(*), uz (.)) € ker AT s,s (@ (+), &(-)5 +), 

din (93) deducem | 

(108) (2 (-), î(.)) e (ker Zu (2(.), 4(-); .))1 Xs, unde #(-) = a (+) — 
— a (-) (e) =w (+) — «v (-). 


Mai departe, din (108), prin definiția lui T}, și X5 avem ` 


(109) «^ a8), 20» < Pee, am, emt, a> — 0, 
tE [tot], te {1,..., m), unde q(-)e Lolto t ; Eh ` | 


(110) 2 (to) = 0,2 = FF 4, zm, à (0) em +2 t, 20, (0) HY), 


te [to t]. 
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Din (109) rezultă că u(t) se exprimă, ca o funcţie liniară în raport cu 
X(t) gi din unicitatea solutiei sistemului (110) obţinem cá avem 2(.) = 9, 
iar din:.(109) rezultă 4(-) = 0. 

Mai departe, din (107) se obţine 2 (EI ug (-)=uz (-) şi se 
eontrazice ipoteza că cele două descompuneri sînt distincte. Astfel, descom- 
punerea din (106) este unică şi demonstraţia lui (91) se încheie. 

: Mai. departe, folosind (a) avem X = ker dT, (a(-), &(-); i e X. 
iar din (91) se obtine 


(111) X = ker d7,; (4 DP M+); -)@X,,5. unde X13 = X, D) Kei 


Pentru. a încheia. demonstraţia, alegem operatorul T, identic nul și 
din (111) obţinem 


(112) X = ker dT4(Z (-), +); -)6 X, 


Demonstrati lui (24) este încheiată. 
. PROPOZIŢIA 2. Fie (a(.), Kb Heft, t; E") x Loto ti; E') fixat 
arbitrar. "Următoarele afirmaţii d adevărate (notaţiile ca $n propoziţia 1). 
(b) dacă T, (&(.), Ai(*)) — 0 atunci există o vecinătate V a lui (et. ) 
& (-)) astfel ca pentru orice (x(-), u (-))eV care verifică T, (z(-), u (: ) = 
să fie îndeplinite următoarele proprietăţi (pi) ((.), w(-)) se serie în mod 
unic sub forma | 


(a), at 1 = (2(-), 8(-)) + (2(-), & (-)) + e 20), 4(-),0), 
wnde &(t) = u (t) — & (t), iar (z(-), &(.)) eker dT, (@(-), &(:); 


ill æ CE C), 2€: )) Ill 


II water) 


9 dacă || 2z(:)|| +11 #(-)Il — 0, 


unde || -|| înseamnă norma din C: (în, ti; E") respectiv din Lao(ty, ti; R') 
T | to i 
iat |] y (+) ll ( |; ly (6) [2 at)" ; 


(ba) dacă Tu (OI &(-)) = 0 şi ipoteza I, este îndeplinită atunci există 
o vecinătate V a lui (oi A, &(-)) astfel ca pentru orice (z(-), u(-)) e V care 
verifică Tia (z(- ), u(:)) = 0 să fie îndeplinite următoarele proprietăți 


A 


) (în mod unic), unde (2 (>), 4(:))ekerăd Ty, (@(-), $(*)5*), 


(pi) gt C» SCH Cvt @C OH 
de Ill z C) ME + Mec 


|| î(:)|| — 0 unde WII a fost definită mai sus; 


pr Du C) = (2C) 8 0) + (2C), € (C) + (URC e )) "(2C ) 


— 0 dacăllz (-)|l + 
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(by) dacă IT, (a A ăi ( -)) — 0 gi ipoteza I, este îndeplinită atunci există o 
vecinătate V a lui Lei -), ( -)) astfel ca pentru orice Loi A, u( -)) e V care verifică 
Tus (æ( +), u (-)) = 0 să fie îndeplinite următoarele Leien AT l 


(Ps) (x(-), u (- ) = (2 (+), @-))+(2(-), U- )) + (ata ), $(-)), uz YS ) 


(în mod unic), unde (2(-), («(-)) e ker d7, (et *)i;.) 
rop LEE), UDI + IUCNI o dacă 2 edat 
Pe E COT ost je COM ea CD 


(II 2H] are aceeași definiție ca mat sus). 
(Demonstrația, se găsește la sfîrşitul capitolului). 
3. În continuare, folosind teorema 3 vom da condiţii săfieiente de 
optim pentru următoarele două probleme de control optimal. 
E, i TN " 


Sá se minimizeze | Fy (t, æ (t), w(t)) dt, pe mulţimea, perechilor (z(*), 


u (.))e0 (to t; E") x Lo (to, h; BR’) care verifică restricțiile; T (2), 

u(-)) = 0, T,(z(*), u(-)) = 0, unde 7, şi T, sint definiti in (56) si (57). 
Presupunem că P, [to 4] XR x ROR, 

f: Do h] x E" x Kr EI sint pem cu derivatele | 


2 2 2f. 2 2 
parţiale ——- ð Or, ` BF, , 8? F, ` ER 3 kg n of, " 
0x? ðxðu ðu? 0a? æðu du? 


continue, i e (0,1,..., k}, j e (1,. .., n]. 


Notám această problemă cu P, , 
Vom considera de asemenea următoarea problemă : să se minimizeze 


f F, (t, c(t), u(t)) dt, pe mulțimea perechilor (et -)u( T € o M hi RY) > x 
to ' 


Leo (tot. ; E") care verifică condiţiile T, (+), u(: )- 0, D (a A ul: ) = 
= 0, unde T, şi T, sint definiti în (56); gi (58). 

„Presupunem că Fy (t, x, U), p, (t, v, %), ie(1,...; m) gi f. (t, d; d) sînt 
continue si au derivatele parţiale de ordinul 2l doilea 1 in raport cu (x, 4) 
continue. 

Notám această problemă cu P, ,. . 


TEOREMA 4. Fie (£(-), 4(-)) € Clty, th; m) x e fies " E astfel 
ca T, (2(-), â(:)) = 0, T,(2(*), &(*)) = 0, Presupunem od. (2(- ), 4 -)) gt 
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Ta îndeplinesc ipoteza I, 5. Fie ou... a, € R şi 9970 astfel ca 
BEE 

(112) p (t, £)(t), & (t)) = 0, < t &(t), &(t)) u, u > > 0, oricare ar fi 


ue R, a.p.t. în t € Do t], 


(113) Ge, CE (1,5 (0), (0) 2 (), 2 0» 2 2 Z (58 (0,80) 2), 


& (t), & (£)) T (0, & (t) >] dt> do rrt le (01)? + 


ü (0 


+ (ad, max | à ml pentru orice (2(.), 8(.)) € C (toy f; BY) x 


X Lo (to ti; E") care verifică 


d 


di = Lt, & (t), & (t)) z (t) + sch & (0), & (0) & () 


UPS z Ato) = 0, 


a.p.t. în t € t, AN E a (t, & (t), & (0), F(t) > + < Zon, & (t), &(t)), 
ty di dät 
ü (î)>] dt = 0, te (1,..., k}, unde H(t, o u) = Fy (t, v, u) + 


+ Y a; F; (t, £, u) + «wv (t), f(t, £, u)>, iar v (+) este definitá prin 
i=l 
dd 

(115) H(t) = 0, — w= == (t 2 (t), & (0) a-p.t. in tE (ts, t]. 
Atunci (a - ), &(- )) este strict local optimal pentru P, ». 

Demonstraţie. Prin ipoteză, operatorul Tis = (n, T) verifică con- 
ditiile propozitiei 1. 

În consecinţă (%(-), @(-)) este punct regulat pentru Tia Şi 
X = O(to, t; E"). x Loo (15,1, ; E") admite o descompunere în sumă directă 


X = ker dT, , (2(-), à(*));.)0 
Fie Y spatiul Banach dat prin Y = Rx C (to, 1,; E^). 


Fie Xe Y*, A = (a, ..., «4, Y(°)), unde 
(116) A y C) E an H D> X (1) dd, (0, 
. iml 214i 


iar o, gi ( ( -).8int cele care verifică (112), (113), (115). 
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Fie ọọ : X— E definită prin 
(117) ey (a+), w(:)) = ) Fo (t, 2 (t), u(t) dt 
to | 


Luind în consideraţie (115), obţinem 
(118) de, (2)(:), € (+); æ (7), u(*)) +A (TS (@( +), & (°); 
a, ut) = («Et & 0, ao), «t. 
to Qu f 


Mai departe, folosind (112), din (118) deducem 


(119) dg, (@( +), 8( -) ; a: bets )) + A (87,5 (@( +), B+); af - ^ u(:))=0 
pentru orice (o A, u(-)) eX 

Prin definiţie și folosind (114) şi (115) obţinem ` 
(120) d? go( (+), $£(*); (+), €(*)5 BC+), 9(*)) + AA Tio (@(-), 9(*)5 


20,80); 205 $0) = y E æ (t), u (2) 2 (0,2 (t)> + 
92H - ~ em - e - 

a < CE, Em, aert, aa > p <E i, eH, a) & (0, 
9z9u ðu? l 


ü (t) exu 


pentru orice (Z( -), 4( -)) care verifică (114). Mai departe, folosind (113), din 
(120) se obtine 
(121) d? e (2(-), î (-); (°), E); Z(+), (6) + à A a (2 (7), @ +); 
z(-), G); 2(-), ul M>% (ihe C) WEF Ia )10?), pentru orice (2(°), 
4(-)) care verifică (114). 

Prin definiţie (z( dl 4(-)) verifică (114) dacă şi numai dacă (2( dÉ 
&(*)) € ker d 7, , (2( °), &( -) 5-)- 

În concluzie, din (119) si (121) rezultă că sint îndeplinite condiţiile 
teoremei 3 si prin urmare, (Ž( +), &( :)) este strict local optimal pentru P, ,. 

În continuare, vom da condițiile suficiente pentru P, 3. 

TEOREMA 5. Fie (& (+), &( ye C (to, ti; E"). X Leo (tot; E") astfel 
T T, (&.). pr )) = 0 gt Ts (4 -), d (-)) = 0. Presupunem că (2( -), a P A 

Tis = (Ti; Ts) îndeplinesc ipoteza I, 5. Fie Ad +) € Lo(ty, t, 3 B), ie NA 

și 8) >0 astfel ca să fie îndeplinite următoarele condiţii 
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a23 2 — = (t & (t), & (t)) = 0, <2 sl $ (t), d (t) u, u > > 0 pentru orice 


ue R, 8.p.t. int € [ty ti], 
d 


a23) (" a SE, ëm, © ()) 2 0, A < a= (t, & 0,30) 2 (0, 
to 


m> + Se (t, 2 (t), à(0)) 4 (0, (f) las dE 
+ (ad. mex | mm 
pentru orice (Z( -), ii Au € C (to ti; a X Lo (o; 1; Ka care verifică 


dz RW 


(124) 2 (t) — 0, Z-S namamana (0, 4 (0) à (0, 


* i 


TENETE (6) >+ < p, € (t), & (t), & (> = 0, a.p.t. 


în t € [to 4], ? € {1,..., m], 

unde Es, u) = Fo (t, z, u) + <(t), f (t, z,u)> + Yi (0 P: (t, 2, u), 
í-1 

tar db (-) verifică sistemul 


(125) y) = 0, — (t, 2 (0, H(t), apt. in t € [to h]. 


Atunci A *), 8( -)) este strici local optimal peniru Pi 5: 

` Demonstraţie. La început vom arăta că P. , îndeplinește condiţiile 
teoremei 3: Prin ipoteză operatorul T, ,( = (Tı, 73)) îndeplinește condiţiile 
propoziției 1. Prin urmare, (aX -), KI :;)) este punct regulat pentru T,; și 
X admite descompunerea în sumă directă X = kerdT,,(2(-), &(-)); )® 
Q X, (X = C (ty, h; E^) X Le(to t; Ji, Fie Y spaţiul Banach dat prin 
vem "ie hi R”) x Loltoti; E") şi fie Aert, A = (9 (+), Achen Anl *)) 
unde: : 


t= to 


(126) 3 (yt), RÉI d i y (0 4440 + Y; Um a, (t) dt, 


iar  (-) şi A (-) Bint cele care verifică (122), (123) si (125). 


d 
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E bh ; 
Fie ge : X —R definită prin oq(2( *),u(*)) = \ Fo (t, a(t), u (t)) at. 


Folosind (125) avem 
(127) d po (2)( +), +) 5 200), U )) + A(ATy 5 (@( +), 8()5 al), (0) = 
H y < = qu & (0, (t), w(t) üt. 
to Qu 


Mai departe, din (122) si (127) avem | 
(128) doy (Ë (°), RTE 0); (0) + MAD,» (Ë (°); E (0); (00,9 C) = 
pentru orice (z(-), «(-)) e X. 
| În continuare, folosind (125) şi (124) obţinem 


(129) d2eo(2 (+), &(-); Z(-), U); (200), (9) + A (d? Tis (@(-), & (°); 
i » 
z(),9(:)5 2(:),9()) = | E TU a(t), ü(t)) 2 (t), H(t) > + 


ne SE a, a, 90) 2t), a) >< H(t 3 (0, A) $ (5, eg >| ae 


pentru orice (z (-), &(-)) care verifică (124). 
Luind in considerație (123), condițiile (128) şi (129) arată că sint 
îndeplinite (45) şi (46) din teorema 3. 

Condiţiile teoremei 3 fiind verificate pentru Pa rezultă că (A 
Zä *)) este strict local optimal gi demonstrația este incheiatá. 

Observajial. Problema P, seste aceeași cu Pm considerată în capitolul III. 

Comparind condițiile suficiente din teorema 5 cu condițiile necesare de 
ordinul al doilea date în teorema 3.1.5, se observă că ele sînt aproape identice 
în conţinut, distingindu-se numai prin aceea cá în condiţiile suficiente se 
cere ca forma a doua să fie pozitiv definită (vezi (123)) pe cînd în condiţiile 
necesare de ordinul doi se obține că forma a doua este doar semipozitiv defi- 
nité (vezi ITI, (259)). 

Problema Da este de același tip cu Pi (vezi cap. II), iar condiţiile 
suficiente din teorema 4 sînt echivalente cu condițiile necesare de ordinul al 
doilea date în teorema 2.7.5. cu deosebirea că în condițiile suficiente forma a 
doua este strict pozitiv definită (vezi (113)) iar în condițiile necesare forma 
a doua este numai semipozitiv definită (vezi IT, (185)). 
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Desi eonditiile suficiente din teoremele 4 si 5 sint foarte apropiate, 
în formă, de condiţiile necesare de ordinul doi (vezi capitolul II (problema 
Pg) şi capitolul ITI (problema P,,)) totuşi ele au un conţinut prea dur dato- 
rat normei care figurează în condiţia de ordinul doi (vezi (113) în teorema 
4 gi (123) în teorema 5). Neajunsul semnalat în teoremele 4 și 5 va fi inde- 
părtat in teoremele 4’ gi 5’. 

. În continuare, folosind teorema 3’ și propoziţia 2 vom îmbunătăți 
conţinutul teoremelor 4 $i 5 prin înlocuirea normei din C (tọ à; E") si 
Le (toy 45 E") prin norma din L, (to, h ; R7) (m = n, r). 

În felul acesta condiția de ordinul doi capătă o formă ce poate fi 
verificată în diverse aplicaţii în care cu ajutorul teoremelor 4 și 5 nu se 
putea întreprinde nimic. 

În încheiere se vor da, fără demonstrație, condițiile suficiente pentru 
o problemă de control optimal în care domeniul comenzii este o mulţime 
arbitrară. 

Vom folosi aceleași notații ca in teoremele 4 si 5. 

TEOREMA 4. Pie (& (:), & (:)) € O (t, 5 5E") X Lo (ly; E) astfet 
ca T, (2(-), 4(-)) = 0 T2), 4(-)) = 0, unde T, şi T, sînt dați î în (56) şi 
(57). 


Presupunem că (2(-), 4( -)) și Tia (T, = (Tis 72)) îndeplinesc ipoteza 
La, Fie o4,..., QER gi do > 0 astfel ca 


(130) —— (t, 2 (t) (t)) =0,< T (t, 2(), U(t)) u, u> 2-0, 


oricare ar fi u €R', a.p. t. int € [ty t], 


(131) E x (t Sr, A(t) Z(t), 2(t) > +2< 25 (t, 20), 


&(1)) 20), a(t) > + LT (t, Sr, ëm f), 


am > Ju dp EIE LN em ba 


! pentru orice (2 ( -),4(-)) € € (9,1, 5 E^) X Lo (ty, t sk" ) care verifică 


dz 
di 


+4 


(132) 2 (to) = 0, OOE: 


b &(t), &(t)) ült), a.p.t. pe [tot] 
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E ZP o zm, em 2()>+ « LE (t, 8 (), am, 
to Ox ðu 


a>] dt = 0, se {1,...-, k}, unde 


(133) H(t, æ, u) = Fo (f, a, v) + Saki (au) + < Y (t), 


i-1 
f (t, x, u)>, iar d (*) este definită prin 


(134) à (h) = 0, -2 = ŽE qi (0), (1) a.p.t. pe [to h] 
t Ox 


Atunci (Gi +), &(*)) este strict local optimal pentru P, a. 
Demonstraţie. Prin ipoteză operatorul T, , = (71,72) verifică condi- 
fille propoziției 1. În consecinţă (@(-), &(-)) este punct regulat pentru 


Tia Şi X = Olt, tj; E") X Lo (to, ,;E') admite descompunerea X = 
ker d7, , (z(:), $(-)5; .)0 X,,. 


Fie Y = R* XC (tot; B")gifie Ae Y*, à = (m,...,o4), di: )), 
unde 


dv; 
ar (Dat. 


oa anu) anth na 


to 
Fie o, : XR definită prin 
(136) ga (2 (+), C» Un, (t, 2 (t), w(t) dt. 
"ial consideraţie (133) și (134) obţinem 
(137) de (ËC) BO) (+), UCHA Za), @(+), @ (90) = 
z^ e (t, & (t), & (0), u (t) >dt 


d u 
şi folosind (130), din (137) rezultă (45’) din teorema 3’. 
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Folosind (133), (134), din (135) şi (136) rezultă 


(138) deu (-), (-) 2), EC); 20), (0) + A TEE 


h 
DIDIER 0,40» f E 8 (0,4 (0) 2 (0,2 () > + 


+2 <2 (t, & (t), & (2) SI, & (8) >+< à (0), 


& (t)) ü (t), & (t) >| di 


pentru orice (Z( -), 4( -)) care verifică (132). 
Notám 


(139) eil = (N | 2 (t)? ap ac) Il - (ţa) 


Folosind (131), din (138) obţinem 
(140) d? go (Z (:), $€()52 C), ()5 200), 9 (C))8-* (d? Tie (8 (+), 


&(:);2 (05,960)2(),9()) 
> è (liz) Ill? + Ill 9 CO 9) 


si condiţia, (i,) din teorema 3’ este verificată. 

Se vede uşor că pentru ge (2(:), u(:)) +A (7,2 (@( +), u(-))) este înde- 
plinită și condiţia (i,). 

Pentru a încheia verificarea condiţiilor teoremei 3' vom arăta cá se 
îndeplinește (ij). Prin ipoteză rezultă că este îndeplinită condiţia (b,) din 
propoziţia 2, iar proprietatea (p2') exprimă tocmai condiția (ig) din teorema 
3’ pentru operatorul 7, ,,cu norma !!] : [i| definită in (139). 

Prin urmare condiţiile teoremei 3’ fiind îndeplinite rezultă cá (a( A, 
(&-)) este strict local optimal pentru P,,$si demonstraţia este încheiată. 

TEOREMA 5’. Fie (2(*), 8(*)) EC (to, 43 R”) x Lolto, t; Er) astfel ca 

T, (2(-), (&£-)) = 0, T4 (z(-), &(-)) = 0, unde T, sí T, sînt definiţi in (56) 
și (58). Presupunem că (2(-), &( )) şi Tis (Tis = (7, T;)) îndeplinese 
ipoteza Zo 


| Bie h (°) € Lo (to; t ;R), Ze Së „+ +3 MY gt 8, >0 astfel ca 


141) 2. (a (0), a (0) = 
Qu 


P (t), d (t)) u, u > > 0 pentru 


orice ue Ii*, a.p.t. în te [to 1]. 
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amf f< T nā 63 0) az 2() > +2 < a= EL? 


g2 


2 d 
& (2)2 (0,8 (0) + = (t, & (1), & () & (0, 


A HE | 
a(t) dir d iz (t) |? dt + late dd 
lo le 


pentru orice (2( +), 4(-)) € € (fo, t ; E") X Lo. (to, ta; E*) care verifică 


(48) > z (ta) = 0, — Ht a à (az + 


Faw, aaa, < LEE (t 2()&0),2() >+ 
Qu d 


A 


< (t, 2 (t), & (t)), & (t) > = 0, a.p.t. în [to t], i- e {1,..., m), 


unde H (t, æ, u) = F, (t, au) +$ A (t) pilt, mu) + < d (t), f (t, 2, u) >, 
el 
iar db (:) verifică sistemul 


(44) sb (4) —0, -2.2 (t, 8( 80) apt. în [to h]. 
i ôx 


Atunci (Gi: ), d( - )) este strict local optimal pentru P, ,. 

Demonstratia urmează aceeaşi cale ca în teorema 4’ cu deosebirea că 
în locul unde s-a folosit condiţia (b), din propoziţia. 2 de această dată vom 
folosi condiţia (b) din aceeaşi propoziţie. 

Observajia 2. Teoremele 4' şi 5' conţin condiţii suficiente de ordinul doi 
pentru o clasă largă de probleme de control optimal neliniare pentru care do- 
meniul comenzii este o mulţime deschisă. 

Teorema care urmează (pe care o dăm fără demonstraţie) contine 
condiţii suficiente de ordinul doi pentru o problemă de control optimal care 
într-un sens este mai particulară decît P, sau P,,; (lipsesc operatorii T» 
T,) dar în care domeniul comenzii nu mai este spaţiul Er în întregime ci o 
mulțime UCR’ fixată, arbitrară. Considerăm următoarea problemă 


d 
Să se minimizeze | F(t, x (t), u(t)) di pe mulţimea perechilor (z(. ), 


to 
u(+)) EC (t, h; E^) x Loto, 4; E*) care verifică, 


22 — o. 894 
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(145) u(t) € U a.p.t. pe [to ti]; 
(146) a(t) = 2, + y f (8, & (8), u (8)) de, te [to ti), 
to 


unde v, ER” si UCR’ sînt fixate arbitrar. 
O pereche (z(:), 4(:)) care verifică (145) si (146) se va numi admisă. 
Pe mai departe vom presupune că F, (t, æ, u) si f(t, v, v) sint continue 
și cu derivatele parţiale de ordinul doi în raport cu (w, u) continue. 

Notăm cu P, problema de mai sus. 

TEOREMA 6. Fie (2(*), &(- )) admisă pentru P,. Fie 9, 0 astfel ca 


(147) min < ĈE (t, & (ty, à (0), u—A(t) > = 0, a p.t. în [o ty], 
ucU Qu 


2 
min < A (t, @ t), &(t)) (u — & (t), w—€(t) >=), a.p.t. pe[ts, îi], 
ue 


op ô? H 
(148) f; E (, 20, &()2(), 2(0 > +2< —— OO, 


(0) 200, A) > + < 2575 BO), at à, à) Jah [ V weart 
mp al, 
zsm al 


pentru orice (2 (°), 4(*)) € 0 (to ti; R^) X Lo (to ti; E!) care verifică 


(149) &(t)e U — 4(t), < = (t, & (t), & (t), a(t) > — 0, 


8) = m E 8, 0) a(t) + ZG 8, 0 80) Hy 
sa d 


apt. pe [to ti], 
unde 
(150) H(t, 2, u) = Folt, v, u) + < Y (t), f(t £, U) >, 


b(t) = o- E (d 3 (0), & (2), a.p. pe [to h] 


Atunci (&(- ), &( * )) este strict local optimal pentru P. 
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$3. DEMONSTRATIA TEOREMEI 1.1 | 
Fie (2,..., 240 C €, l= k + | a], dată prin ipoteza 7, si notăm 
b, = {a,...2,,}. Considerăm următoarea problemă de optim. Sá se mini- 
mizeze D,(p), p €E', cu restricţiile O,(p) <0, ica, 0,(p)=0, te {1,..., $}, 


4 
1 


i 
(151) 0,(2)=q (Xn — X41) | ;$€(0,1,..., k}, iar q; sînt date 
il l 


P. [LJ 
"Notám cu P, (5,) această problemă de optim. 
Prin ipoteză (vezi I,) există JER, ie(1,..., 2 + 1) astfel ca 


i A1 
(152) By >0, OB =1— Brus sh Pi Vi = Ge 
eu =1 


În continuare, vom arăta cá Ò = (5,,..., B,) este local optimal pen- 
tru P,(b,). Fie U vecinătatea lui «, in E^ relativ la care x, este local optimal 
pentru P,. Prin definiţie avem e; (29)<<0, ée(—1,..., —1}Na. Deoarece 
gr este continuă rezultă cá va exista o vecinătate U,C U a lui m, astfel ca să 
avem 


(153) q,(2)<0 pentru orice ze U, gi orice ie( —m,..., —1}\a. 


Mai departe, folosind (152), va exista o vecinătate U a lui P in Ri astfel 
ca să avem 


(154) — 6,(p)«0 pentru orice pe si orice ie (—m,..., —1} Na, 


i 
(155) Y; Bue, pentru orice pe. 
i fol 


Deoarece v, este local optimal relativ la vecinătatea U,, folosind 
(152), (154) si (155) obținem cá 3 este local optimalá pentru P, (5,) relativ 
la vecinătatea U. 

Prin ipoteză şi din (151) avem 


(156) vectorii <= (B), de{1,..., 0}, din Ri, sînt liniar independenţi, unde 
Di i 


® = (0, ica U (1,...,k)). 
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Condiţiile teoremei 1.3.8. fiind verificate pentru P, (bo), rezultă cá 
există constantele oe icaU (1,. ..; k}, Be je (1,..., 0L -- 1), astfel ca să 
avem - 


ee am, _ l 0, _ | d 
(156) < "(pr Y, a<z p> E bp 
D D j=l 


ieau{i,..,k} d 


, ; 
has Y 2,—1 ) = 0 pentru orice pei, 
1 


2 
D ()np-L Y aux? 


2 (P) p, p >>0, pentru orice 
op eat, A) m 
jen care verificá <2 2:0, p-0,icaUltL..., k}, 


TM S : e i 
(158) a; > 0, B, > 0, B; 5; = 0, jE {1,..., Us Bisi ( Ha = 
| l 
Folosind (152), din (158) obţinem 


(159) | 8$ =0, je {1,..., 04-1 


Mai departe; luînd în considerație (151), din (156)—(159) obținem 


I 0% | ð 
(160) y; »(« se SR (a), a, — ER ns Sal maa >) iis 
deal 


í&aU(1,... k) 


: Li 
pentru orice p € Ek, M 
^ 


ae 02g 02 © | 
(161) y a< ge Ee 2 (29) (2; — 2141), Ds — 2417 + X a< — Ac 


61 | i&aUf1....) dai 
(4 — 21,1), %— Ui, > Joe 
e — ope y i — | 09; 
pentru orice p € E! care verifică V. p;< pum (29), 2; — na> =D, 


ie(1,..., k) Ua, 
(162) % > 0, ica. 
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** Pentru orice æ € co. ( 25,..., 254,4 ), avem v — ua = e P; nn 


tal 
pe R, si din (160), (161) obținem 


a 09; 
(163) « (m), e= a —- Y  ««- (m) c—a>=0, 
s Ox i&aUt(1....k) da 


„pentru oiice 2€ co Të, a Lua), 
i 02 929 
(164) < NES —%),2—-%>+ Y ee aua (20) (2 — 2), 


dea), E 


pentru orice 2 € co (4, ..., Za) care verifică 


(165) < Zou, WEE 0, ie{1,. k} Ua. 
L, 


Mai depar te, fie 2, x € 0 alese arbitrar, astfel c ca să avem 


ð ' 
(366) ae (m), 2 — T> = 0, ie (1,..., k} Ua. 
Notám b = (2,...,2,,,2,2), unde {a, ..., 2,4) = Vo. 


Urmind P de mai sus dat pentru bo, se tal ini problema 
P. (2) şi se  Verition ugor cá pD,eR'*? definit prin . 


(167) 9. (Di Zu 0, 0), unde De, e(1,...,1) verifică, (152), 


este local optimal pentru P,(b). 

| În continuare, deoarece 7, = (3,0, 9» din (156), rezultă că sint 
îndeplinite condiţiile teoremei 1.3.8 pentru P 1 (5) şi obţinem că există 
constantele gr ieaU {1,..., k} şi 85, J €{1,- a +2,1+3} astfelca să 


avem 


(168) < 2% (a) 2 —m>+ y XS (a), e ës 
da 4Eauţ1,....£) 0x 


t+2 ` " 042 
p> Bs Ps — Ba 35-—1 )= 0, 
We 1 MET 
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i 
pentru orice ze co (2,,..., 2141, 9, 2), 9 K py 9j - Piri B+ Piret 
142 SZ 
- = 1) 8141; 
1 


02g 
(169) D io (Z — 2) 3? —2,--c- Y &< — £ (20) (Z — 2$), 2 — 
ieaUfi, H da: 
— V> > ani 


(170) &, 2 0, Bs > 0,2€2, je {l,. 5,035872; = 0, Je {1,..., D, 
142 
OK -1 = 0. 
1 
Folosind (167) si (170) obţinem 
(171) B; = 0, jet ..., 03} U (L + 3}, Bra? 0, 85220, & 2 0, tea. 


Mai departe, din (168), folosind (171) deducem 


de = 
(172) < St SH z—3- YJ, & <2” (a), e — a> = Ba Prut 
ieaU{i,.. ai di r 


+ Pisa Dias SD, pentru orice VECO (2, ... ais à, z}, unde z = Y 


1 
742 


P; Ti + Pin + puez + (1— $ p) 2141, P; 2 9, È P< 


În continuare, vom arăta că ă,, ic aU (1, ... , k} care verifică (172) 
şi (169) sînt aceleași cu constantele care verifică (163) şi (164). În acest 
scop, fie pia = pi42 = 0. 

Din (172) obținem 


(173) < 2% ies — m o E % <Ê (a) o — m = 0, pentru 
On 1€aU[....k) dm l 


orice ze co (2,, 141}. 
Scăzînd (113) si (163) membru cu membru obtinem 
174) A (X; — a) < ^ (a) æ — Xa > = 0, pentru orice v € co lo, 
a £141], Şi folosind ipoteza Z, din (174) deducem 


(175) & — «, = 0, ic aU (1, ..., W}. 


pen 
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Elementele 2 şi 2 au fost alese arbitrar din C astfel ca 2 să verifice 


(166) 
În consecință din (112); (169) si (175) alegind piu = 1, p, = 0, 
j#U+1, obţinem 


(176) < oe 9? (x), 8 $  — 2,2 LH. A e, < “a (£o), € — % > > 0, pentru 
i&aUt(1,.... k} 


orice 2 € s 


a? 929 | 
(177) « ko (20) (Z — 2o), 2 — 447 + D < RS (2) (z ES to), 
da? eat), k} Ox 
2 — 2 > 0, pentru orice z € C care verifică (156), 


(178) a, > 0, iea. 


Înmulțirea cu o constantă t > 0 alui (& — 29) sau a lui (Z — cQ) pás- 
trează inegalitátile (17 6) şi (177) şi luînd în eeh definițiile lui Te 
si Co, din (176) si (177) se obține . 


d 
(179) «Th 22 (ta) y >+ p? , a, < 2 (£o), y >0, pentru orice y € Ke, 
£&aU(1....; k ` 


0? : 
(180) «T a) pg E a Sid 2 0, pentru orice 
i&aU(1...., X) 0a? Wu 
je Ky, 
Mai departe, deoarece prin trecere la limitá inegalitátile (179) si 
(180) se păstrează, alegind «, = 0, je (^m, » —1}Na, din (179), (180) ` 


şi (178) se obţin condiţiile (1), (2), si (3) din "teorema 1 şi demonstrația este 
încheiată, 


Demonstrația propoziției 2. Condiţiile (pi), (ps) si (ps) sint o con- 
secintá imediată a propoziției 1 (vezi demonstraţia propoziției 1). 
Verificarea condiţiei pi. Prin ipoteză, (z(-), u(-)) eV şi 


(181) æ (t) = 2 e f(s, 2 (s), w(s)) ds, pentru orice te [ip]. 


Folosind (pi), din (181) obţinem 


(182) cz (2.), 4 (*)) (t) + 2 (t) A [f(s, 2(8) + (s) Letsi-kët- Disk 
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i (s)-- à (s)) — f (s, & (s), € (s))] ds, te [to, t), unde (2 (-), & (+ )) ekerdT, 
(2(-)£(:);.) Dezvoltind in membrul drept şi luînd în consideraţie 
ecuaţia pe care o verifică (2 (:),  (-)), din (182) rezultă 


(183) se C» 8C»0 =) Mis £(:),u(-) (Z(+), v(*)) (8) ds + 


+4 [(M (s, 2(-), &(*)) — M (s, 0,0)) 2 (s) + (N (s, Z(+), $(*)) — N (s, 
0 oi &(s)]ds ` 
pentru orice te [to ti], 


unde matricele M și N sint definite prin 
(184) M, 20), 8C) — V E (s, Fle) + oE + ze), &() 
0 


(S), $(s) +0 €(s)) d0, Ne, Z(+), 4(-)) =% s, & (s) + 0 (2 (s) + 
+ @(Z(+), *(-)) (S), dis) + 9 (s)) dO. 
Fie || M (s, 2(*), @(-))Il = sup [fg (8, 2(:), î(-))l, unde M (s, 
2 (*), U(-)) = (m; (8, 2(:), (0). 
Folosind (184), deoarece ||z (2(:), €(:))|| — 0 pentru |l2(:)1| + 
+ || @(-)|| +0 (vezi (ol obţinem 
(185) || M(s, (+), @(-)) — M(s, 0,0)|| 50 gi || N (s, 2(-), @(-)) — N 
(s, 0, 0) || > 0 dacă |[2 (*)]| + || @(-)|| 0 uniform relativ la se [t &]. 
Mai mult, || M (s, z( +), €(-))]| verifică 
(186) || M (s, 2(:), &(-))I| S K pentru orice (z (+), @(-)) € 
€ ker dT, (2(*), £(-);.), într-o vecinătate a originii, 
unde K este o constantă pozitivă fixată. 


Folosind lema Gronwall, din (184) rezultă 


(187) la(z(-), also Ga: (frs pad; zemol 


exp. K (t, — to), pentru orice (2 (:),4(:))e kerdT, (2(:), £(-);.) într-o 
vecinátate a originii, 
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unde K este dată in (186) iar C (2 (:), 4 (-)) este definit prin 


f 
(188) O(z(-), &(-)) = max t (f 


1/2 
I (s, C), 4 C) Mis 0,0) Ie) ; 
ta 1/2 
D IN (s,2 2(-), @(-)) — XN (s, 0, 9)I* as) |. 


Folosind (185) şi (188), din (187) rezultă — 


(189) || z(z(*), CILS- € (6C), @(-)) Cl ZC) + MC) T; 


"E 
unde L este o constantă, iar || y ( *) ||| = ({ | y (t)|? dt)? . 
fo 


În final, folosind (185) si (188) rezultă C (£(:), $(:)) 0 pentru 
USCH + @(-)]| — 9, iar din (189) se obţine (pi). 

Verificarea dioit pa. Prin ipoteză, (c (* Ów(:)yeVsiT,(z(-), 
u(-))=0, T, (z(-) v(:-)) 09 Folosind (p2) si teorema de funcţii 
implicite (vezi proporția 1) obținem ` 


(190) (z(*), w(:)) — (6( €C) + (GC) *(C) ll) 8C), 

us (2(7), €(*)) + (a (Z(-), &(-)), 9), 

unde (£ (:),ă(:)) ekerdT, 4 (2(*),€(-);.), iar (za (2(*), €(*)), us(2(-), 

&(-))ems (2, (2 (7), &(*)), 0) € X. (Xa C ker aT, (2(-), &(-);.))) verifică 
091) Pallal HECh (9 + GC) C0) = 9, 
T,(@(-), @(-)) + (GC), C + GC) 9C + 030).9) = 9, 


pentru orice (z(*), 4(:))eker dT,4 (z(-), &(- d -) într-o vecinătate a 
originii, unde a îolosit notatio 


(192) (aa( +), wal Hz (Vala kä Igel ët a (+), $(*) = (T (+), 8) 


Demonstrarea condiţiei (p:') revine la a arăta 


193 Mats) H Matt) e RR 
dd "wer YESITE n 


pentru |(2(-)|l + Lao 
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Din (191) şi definiţia lui 7, obţinem 
4 = atei = : 
(194) | F, (t, @(t) +2 (0)+22 (t), 4 (0)2- ü (0) + Ta (t)) dt = e ie {1, ..., E, 
po 
Din (94), folosind o teoremă de medie rezultă 


‘(cp op. . A S i 

as) 0 =(1( [< Ee am roz + Bald), BO) +918) 0) 
to | 70 c 

z(t) + 2,(t)> + < e (t, & (t) +0(200) + 2, (), @(t) +0 (8 (1) + a (t))), 


em + ém »]ae] dt, de, ..., M). 
Fie b (t, z(t-), &(-)) definit prin — — 


(196) b,(t2(-),8(-)) =| 5 (t, & (t) + 9 (2 (t) + za (0), & (t) 4-9 (9 (t) + 


+ üa (t)) dO + à (t, & (t) +O (2 (0) +a (0), (0) + O( (t) + 9, (1) dO. 
0 , 
Deoarece (2(-), &(-)) eker dT, (2(*), v (*);, din (195) rezultă 
(197) 0 sl < bt, 2(-), &(+)) — (t 0, 0); z(t), T(t) >dt + 
| ty 


$ (" < b, (t, (°), &(*)) — b, (t, 0, 0), (Za (t), 9, (£)) > dt + 
to 


+ (* <b, (60,0), (2,(2), q(t) > di. 
to 


Folosind (82) si (83) (vezi propo zitia 1) rezultá 


(198) | * b(t 0, 0) (2, (0, (0) dt| > X lal, 


to 


unde matricea b(t, 0,0) ((n +r) x k) este formată cu vectorii 
b(t, 0,0), ie(1, ..., k}, drept linii, iar 
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(24) BOD E em) wi a = lo m) RP, 
iol 


unde (ei ai: Met, sint fixate (vezi demonstraţia propoziției 1). 


Prin definiție, obţinem 


(199) (Sie Y (el o (t) < (3 leat? J^ E am! 
A A iz 


at) I< Y, Ll 01 < | Š a) (> rf, 
isi ial 


í21 
Deoarece (2;( +), 4,( * )) € X; sint fixate, din (199) obţinem 
(200) ll] Za C) (ll + Hl dz) < He. 


Din (198) si (200) obtinem 

(201) Nac 0, 0) Gi d, (5) ai E, (ll 24 CO ll + lll LAGI 
iar din (197) rezultà 

(202) | f; b(t, 0, 0) (Belt), a(t) dd ost A at) Cll z CIE + 


+ ll 9s C) A HIZO + Db CDI a 


unde € (z(*), 4(-)) este definită prin 
" fy ^ Ye 
(203) C(2(-), 4(-)) gl ) l| b(t, 2(*), &(*)) — b(t, 0, OI? ar) , 
lo 
iar || M(t)]| = sup | m,,(t)|, dacă M(t) = (m,,(t)),,;. 


Folosind (196) si (203) rezultă 


(204) C(z(:), &(-)) — 9 dacă || Z(-)il+l]l@(-)[l- 0. 
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Mai departe, din (201) si (202) rezultă 


vos) ZOO ENZO Cecha 
(205) ` ere" erer Léin 
jar din (204) si (205) obtinem 

Ill 23 C*) | + ME (+) Ill - 
206) Zat) E T2021 0 dacă Iert, Il FI @(-)I| >. 
TM NECHGENECIN H 


Pentru a încheia verificarea lui (193) a rămas de arătat cá avem gi 


zl 
Meco N+ M ac) I 


Deoarece || z&(*)]| + l| č: )]| 9 dacă ||2(-)Il+ he)l 90 | 


—9, pentru ||z(-)l --]|&(* )]| > 0. 


(vezi (po) şi (191)) folosind (pi'), din (191) rezultă, 


07) o OMBO Sat eta ia e e dee 
2 C+) Ml Miz C E EC CON zac) LI 
Il z CHI 4 eC) I>. 
Folosind (206) rezultă cá 
ll 2 C- II + Iz C: ME + HE CO) HE HE s CI 
zac 


(2 


0, dacă ` 


rămîne mărginită 


pentru 
| 2(-) |] + ]| @(-) |] +0 gi din (207) se obţine 

zl =- aic d 
208) — ———-—————— —0, t . : 0; 
eee oe 


iar verificarea lui (193) se incheie. 

Verificarea condiţiei (ps') Folosind aceeaşi cale ca în verificarea, 
condiției (pz’) obținem că fiecare (z(-), u(-))eV, Zis(z(-), u(:))=0, 
se scrie în mod unic sub forma 


(209) (z(:), (+) = (8C), 8) + (GC). EE G8 C0, IC) + 
T (2, (7), 0) unde (2 (-), &(-))eker dT, (@(-), &(-);.), (25 (7); 45() EX; 
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(X,Cker dT, (£(*), &(*); -)) verifică 
(210) © T4(2(*), @(-)) +Z), (1) 28 C) dal) = 0, 
(211)  T,(&(-), 8(-)) + (200), U) + El), 3C) GC 0)) = 6 


23 (+) +11 a Ct) +I ACI 
212 — 0 dacă || z(* )|| + HI — 0. 
P ll 2 Cl +1 8 CHI ads. He SR ms 


Verificarea condiției (p',) revine la a demonstra 


Ill Zs C* EA LAWES EAER) 
213) Ta CL Ms CI TERMS s 0 dacă I| 2 (+) I + 
ers) nM ECOL CON NEUE 


+ || a -) || > 0. 
Folosind definițiile lui T,, 7, (vezi (56), (58)) din (210) rezultă 
(214) L(&2(:),&(:)) (Z(t) + 2(0) + W(t, &( - ), &(*)) (ig (0) + € (t)) =0, 


de, — 


#,(0) = 0, di 


Dn am, E) 25 (t) + 7 (t, 8 (0, & (0) dati), 
Ox Sib du 


a.p.t. in [to bk 
unde matricele M(t, 2(-), @(-)) (m x r), L(t, z(-), 4(-)) (m x nysint de- 
finite prin 


(216) L(t, 2(-), 4(-) = CP em + OE (0), + 20), 30) + O (8(0)-- 


+ tig (0)) 40 
Mit, B-), aC) = (ce (t, E(t) + OE) + SET, A) + Gre + 
+ ART 49, iar pl, a, v) = (Pilt, 2, t), «oy De (8y 2, wll 


Deoarece (2(-), &(-))eker d T, dëi -) 4(-);-); folosind (215) obţinem 


(216) L(t, 0, 0) z(t) + M(t, 0, 0) a(t) = 0, a.p.t. pe [to ti], 
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iar din (214) şi (216) rezultă 
(217) L(t, 0, 0) z(t) + M (t, 0, 0) s(t) = (Lit, 0, 0)—L(t, z(-), 
SU (Z(t) +2 (0) + (M (t, 0, 0) — M(t, F(-), &(*)) 
(Gs) + 4(t)), te[to, t]. 
Folosind ipoteza J, 3, rang M(t, 0, 0) = m pentru te[t,, t,] $i din demonstra- 
Ha propoziției 1 (vezi (95) şi (96)) rezultă cá M(t, 0,.0) are un minor AM, 
(t, 0, 0) (m x m) inversabil gi astfel că Aalt, 0, 0) (t) = 0, 
t€ [to ¢,] implică 4, (t) = 0 dacă u; ( -) € LL, (ty, t, ; E") (vezi (96)). 
Deoarece X,((%5({ +), %3(°))€X, este format din mulțimea perechilor 
(z(:),_u(-))eker dT,(2(-)) â(-));:) pentru care 
u( Jet (to h; ER"), din (217) obţinem 
(218) 44 (t) = M (t, 0, 0) [(L(t, 0, 0) — Lit, Z(+), 4(-)) (Z(t) + 
+ 2(t)) + (M (60,0) — M (2 (-),%(-))) (t (0) + € (0)] — 
— Ma! (t, 0,0) L (t,0,0), Zs (t). 
Mai departe, din (218) rezultá 
(219) |#,(t) < Cilt 2(-), &(-)) [12s (0)] + 12 (0 4-190] +1 ut) + 


+ Ky| 23 (¢)| 
unde 


(220) lim C, (î, 2 (-), ŭ(-)) = 0 uniform relativ la te [t,, ¢,]. 


Deoarece (GIL 45(:)eker d T, (2 (-), (î:);:) rezultă 
1/2 
(221) (a, (t)| < Ke D (Ii, (^as) ^ te [to t] 
t 12 
Notăm 9 (i) = (| lily (8) 2 as | şi din (219) obținem 
to 


(222) e(t) < C (2 (+), (“UI Zs (IL + I @ (Ili + 
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+ zac na + Ej eds, 
unde € (2)(-), & (-)) = max €, (t, 2 (°), â(-)). 
tE [ttl 


Din (220) rezultá 


(223) lim  C(z(:),4(:))= 


[Ig | |] +] i C)e 0 


şi aplicînd lema Gronwall, din (222), obținem 


(224) |||, (-)|l| = e(&) < € (2C), 8*0) Ul Z(+) I II da (+) M + 
+ [ll 2C: + HEC) I] exp. E(t — t). 


Luind în consideraţie (223) din (224) rezultă 


Ill čs (+) Ill E = 
225) —— s/M > 0 dacă || z (-) + l'a (*)] 0, 


iar din (221), folosind (225), rezultă 


(EG lil o 
226) nl ——— — 0 dacá& || z( -) |] + Al 2.0. 
isi Wæ a) iul ii a cul 


Deoarece pentru || z( *) || + || a : dk "ed rezultă || Z3( -)|| + || îs (+) |] 0 
(vezi (212)), din (211) folosind (p;’) rezul 


(ERAN 
eC Me) IE za CO I + ile 7 


dacă ||z (:) || + [l@(+) [| 0. 


(227) ' 


În final, folosind (225) şi (226) rezultă cá 


lacol + @ C) Il este mărginită pentru 
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l2 C) i+ @(-)|] — 0 si din (227) se obţine 


li 2; ( d il m - 
228) | — — 1» ———— — 0d z(*)|| + All > 0. 
eek NEN Mea ee aia, 


Luind in consideratie (225), (226) si (228), verificarea lui (213) si 
deci a condiţiei (p5') este încheiată. Demonstrația propoziției s-a încheiat. 


ANEXĂ 


În cuprinsul cărţii am utilizat citeva elemente de analiză functio- 
nală si unele proprietăți privind sistemele de ecuații diferenţiale. 

Peste tot în cele ce urmează spaţiile X si Y vor fi spatii Banach. 

TEOREMA 1. (vezi [8], pag. 68). Pie T: X — Y un operator liniar, 
continuu şi surjectiv. Atunci imaginea oricărei mulțimi deschise prin T 
este deschisă. 

TEOREMA 2. (vezi [8], pag. 69). Fie T': X — Y un operator liniar, 
continuu, surjectiv şi injectiv. Atunci există 271 : Y — X liniar şi continuu, 
unde prin T-1 am notat inversul operatorului T. 

TEOREMA 3. (vezi [8], pag. 459). Sfera unitate închisă dim X* este 
compacta în X-topologia lui X* (topologia slabá* a lui X*). 

TEOREMA 4. (vezi [8], pag. 452). Două mulțimi convexe disjuncte 
dintr-un spațiu liniar topologie, astfel că una are interiorul nevid, se pot 
separa printr-o funcţională liniară continuă nenulă. 

TEOREMA 5. Pie AeX* și ACX deschisă astfel că Aale 0, pentru 
orice ac A. Dacă există a, A astfel ca X(a,) = 0, atunci X = 0. 

Demonstrația este imediată deoarece se obţine că A(x) = 0 pentru 
& într-o sferă cu centrul în origine. 

TEOREMA 6. (vezi [5], pag. 416, 419, 420). Pie a: [0, 1] — X con- 

1 
tinud. Atunci integrala Riemann x(t) dé ewisid şi are următoarele proprie- 
0 


lăți : 


(a) | f a (t) at | 


< f Nam dt, 


(b) dacă a(:) are derivata continuă atunci, 


1 da 
f, at) at = @(L) — 200). 


TEOREMA 7. ` Pied: AO bh: R") X Lolto ti; E!) x R?— R, ie 
elt, 2), definite prin J (a( -), u( -), Un æ (t), u(t) dt, Ja(2(-),u(-), $) = 
= OD (ët, unde P: [t, t,] x RF" x RoR, 0: R^ x R? — R sînt 


28 — o 804 © 
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continue cu derivatele parțiale de ordinul k(k > 2) în raport cu (x, u, &) 
continue. Atunci J; Zelt, 2), sînt continuu diferenjiabile Frechét de ordinul k. 
Pie (&(-), ă(-), £) € AC (tg, ti; E") X Lolto t; BR") x Er fixat. Avem 


(a) aT, (& Ca), Œ); 20), (C), E) =(|< OF (ui (t) 
to 0x 
= OF x " = 
mem >+< — (8808 (> |a 


dJa (2 (+), & (°), D ; £( (C) DËS 


= (@ (t) E F(4) >+< P SEE 


a 
(b) d4J,2(),&(),£;32 (05 &(),£; 205 40), E) = 


=([ <5 ees emer dë eit) 
aa ^ ! , Aën ` ` : 


fo 


&()2 0,20 >+< Z (t, & 0,40) & (t), E (8) > | at 


d? Fo(@ (+), (+) E 20) €(),£;)2 (0), 400), 8) = 


-— 2 D (Ht), E) Bt), Fh) > --2— one (t), € (E (0), E>+ 


eo. ee 
H< je” (4), č) č% č >. 


TEOREMA 8. Fie T,: C (tot; R^) X Lo (ty, tu; RY) > C (ty, t5 R’) 


Ts: C (tj, ti; E") X Lo (tos 1 5 BR’) > Lo (to; t1; E") definite prin T,(x(-), 
vi: HI =a (t) — a — Mets n (s)) de, te[t, ti], £o € ^, T. (2 (°), 
u (*) (t) = P(t, æ (t), u (0), tE [to 4], unde [f: [to h] X R^ x Rr > E", 


P: [t,t] R^ x Rt! > R” sînt continue cu derivatele parțiale de ordi- 
nul al doilea in(x, uw) € EI x Kr continue. Atunci T, și T4 sînt continuu 
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diferentiabile Frechét de ordinul al doilea şi avem 


(1) az, 80), (9520,90) = à -F[ ob (s, (s), & (8)) (9) + 


0 


" MN (s, č (5), &(s)) &()]ds AT, (6 (,&()5 B(-)@(-)) (0 = 


= = (6$ (0, & (0)2()-- — (4,8 (0,4 (0) E (0, te [ts al 


i j 
0) d 7,G0),80);20, 805208000 - (— | <E e, a 


&(s)) z (8), 2 (5) > +2< L (s, & (s) tă (s)) 2 (s), & (8) > + 


f, l.l. A cute date 
Tx oi (s, 2 (s), 4 (s), Gigi 4 (s) > | ds je 1,...,m). 
EI SIS ëss an -(« e s 20, 
da 


ză 0? P, 
& (t) 2 (t), Z (t) x Gu (t, & (t), @(t)), Z (t), T (t) > + 


ps D, à (i) à (0, & (€ BL) >, Je ( -o -y m} tel 41. 


TEOREMA 9. (vezi DI Pie h: I x X x K — R^, je (1, ...,m], 
unde X CR" este o vecinătate compactă, KCR o mulțime compactă si 
IC R este un interval deschis și mărginit. 

Presupunem că f; (t, x, k), je(1,..., m), sînt măsurabile in tel, pentru 
(a, k)eX x Kfixat, de clasă "5 r21, relatio la (x, k) si există m( * )eL, (I, R) 


astfel ca 


PRN 6* f, (t, v, k) 


PR < mit) 


o If; (th a k (sam: Je mo. 


pentru toți (t, æ, bei x Xx K,ie(1,...,7) je (1, ...,m). 
Mai departe, fie AC Lo (I; R”) definită prin 


(2) A = {a(-) = (% C) jE {1, ..., m}) : a; (t) > 0, )» a; (t) — 1, tel). 
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Atunci pentru fiecare « € (0,1) și «(*)e A există o partiție a lui I în 
subintervalele E; j = £1, 4+ 2 +, şi funcfiile hz, € (fy, .-- fa) astfel cá 
dacă notăm f* (t, x, k) = he, (t, 2, hte By j=+41, 4 » wey Se verifică 
(3) fe (t, v, k) este măsurabilă în tel pentru fiecare (x, k) fixată, de 

clasă C" relativ la (a, k) şi 


[n (t, v, Be 
dai 


| f* (t, 2, k)| < m(t), m (t), ed m (t), 


pentru toți (t, v, hye I x X x K,ie(1, ...,v); 


(4) Nb a; (fi (t, x(t), k) — f* (t, x (t), d di| < e pentru orice 
to 


ial 


dg 


ty EI, ke K şi orice z(-)e ACU, X), aeo. 


(5) dacálim æ (-) = x(*)fn Leo (I, R" ), unde a (*),«(:)€A 


poo 


atunci pentru fiecare t, t, € I avem 


imf [f^ (t, w(t), E) — fe (t 20), Plat = 0 


uniform relativ la » -)EAC(t, tz X) şi k ex m «m (t). 


Demonstraţie. Demonstrația reproduce aproape exact pe cea din 
[1]. Divizám intervalul J in subintervalele I,, y = + 1, + 2, , dis- 
juncte două cîte două şi pe fiecare J, îl divizám în m subintervale dis- 
junete Ey, i€(1,..., m}, astfel ca 


(6) măs Ey, =| a, (t) dt, unde a (:)e A este fixat. 
Iy 


Definim f* (t, æ, k) prin relaţia 
(7) f*(t, v, k) = filt, v, k), t€ E, , te {1,...,m}, y= +1,42,... 


Prin definiție (vezi (7)) şi folosind (1) avem că se îndeplineşte (3). 
Demonstrația lui (4) si (5) o impártim în trei etape: 
Etapa I. Vom arăta că pentru fiecare e € (0,1) există 5(<) >0 astfel 
că dacă max (más (Z, )) < 3(e) atunci pentru fiecare oi Je A există fa (t, x, 
Y 


Anexá gx 357 


k) care verificá (3) si 


(8) 


er y a, (t) f, (t, v, k) — fa (t, £, v| dt | < z, pentru orice 


j=l 
t; t € I, (x, k)e X x K. 


£o 


Fie £,€(0,1 i Os — PP 
Se gon 2(m + 2 más I) 


Pentru moment presupunem că pentru fiecare f, există g; :I x 
x X x K > R" continuă astfel ca să avem 


(9) ) | ft, £, k) — g,(t, £, k)| dt, pentru orice (x, k)e X x K. 
I R i 


(Existența unor asemenea funcții se va demonstra mai tîrziu). 
Deoarece g; 7 € (1, ..., m}, sînt continue, iar m( Jett, R) vom putea 
diviza intervalul I în subintervale I, suficient de mici astfel ca să avem 


(10) lgi (t, 2, k) — g(t”, v, k)| < e, pentru orice (v, ) e X x K, 
ie(1,...,m), şi pentru orice t', t" eI, | 


(11) " ‘m(t) dt < s, pentru orice y = +1, £2,... 


e 


Mai departe, fie numerele intregi Yi Ya Yi < Yz ȘI fie (2, k): eX x 
x K alese arbitrar. Vom evalua expresia : 


) ) b a; (t) f(t, a, NE fti, z, k)] dt 
Ty 


"Term ial 


Prin definiţie, àvém. rier 


Ka 
Mai departe, avem 


(13) [i [È a 8) fu (ta B) xu z, k) "m 


a2 | fe s Bat = SL, p a, k) dt. 


NP H & (Of (t, en) di— 


-$f HE ch | y a, (t)(f; (t, £, k) — gilt, v, k) | dt 4- 
1 Y 1 
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«dx e, (t) g: (t £, gd dt — Y " g: (t, x, k) dt + X MC (t, v, k) — 


fia Eat f «mifit e m — at os mat ff os 


LI > a; (ig, (t, &, d di — H M gi (*. a, k) dt |- 


1 


— gi (t, v, k)| dt +) 


Folosind (10), avem 


au È (A| «OMG ah athe plat Ff, Lisch: 
y=7,\ 1 de 17 Yi A 


= at s Blah eS Eh iem Mais BL ae + 
Y="1 Iy 


+h hes kg (h m DIKË EL 1K m H: 


Yam 1 


— ab a LLY | 150 2 E) — g(t o, E) dt = 2ma. 


1 


În continuare, vom evalua termenul al doilea din partea dreapta 
a lui (13) 


Fie à, € L, y= +1, +2,...,alese arbitrar. Avem 


as) f (X a, (1):95 (tyy 2, 2 dt = xs (hy Bf t ae = 


Iy 


= Ys a, k) mis Ex = yf 
1 1 


Ey 


9; (ty, v, k) dt. 
i 
În consecință, avem (vezi (15) şi (10)). 


as i b e (1) Oy (ty a gd at— S fab at|— 


Iv 


- [Este e n-ats nare Ek et H: 


e 
8 


aaa ES a, (1) dt + > | ) at < 2« mas 1, 
1 1 i 


Ir Ey; 
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Astfel (13) se poate scrie 


a) Xl (Bane e k) — ft, 2, Mal ome + 
Yen "TY \ 1 


Ys 
+ Y, 2s, más I, < 2m ei 2 sı más I = (2m + 2 más I) s. 
Yı 


În continuare, fie ti, Lei alese aritrar. Vor exista numerele întregi 
Yu Yo Yı Y» astfel ca 


(18) Nb Xi (0) f, (t, &, k) — f(t, 2, JL = by y e (t) f, (t, £, k) — 
5L: II 1 
— fit, a, k) dt + I Y e () ft, e E) — fit, o, gd àt + 


+f | i e (0) f; (t, x, k) — f(t, v, d dt, unde K’ C Iy, K” C Iy. 
EK” 
Luind in consideraţie (17) şi (11), din (18) deducem 
(19) iN Sault) f, (t, a, k) — ftt a, may < 2 (m + măs I + 2) e = e, 
ti 1 ' 


care reprezintă inegalitatea (8). 


Pentru 2 încheia demonstraţia lui (8) avem de verificat (9). 
Fie P: (X x K) x (X x K) > R definită prin 


(20) F; (a, Bs a, K) — È Ifa Elie hr") dt, ie (1. ym}. 
I . 


Deoarece f, este eontinuá in (x, k), folosind (1) deducem că F, este 
continuă pe mulţimea compactă (X x K) x (X x K) Mai departe, 
avem F(x, kr k)=0 pentru orice (xz, kjex x K. Fie DC(X x K) x 
x (X x K) dată prin D = (a^, k' 5 a", k”): = a", E zs kn. 

Fie ¢,€(0, 1). Va exista o > 0 astfel ca să avem 


(21) F, (z', k' ; æ”, k”) x °, pentru orice Lei — z"| + |k' leg, 
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Deoarece 2 este compactă rezultă că există o subacoperire finită 
U,j€(1,...,s5) a lui Deu sfere deschise de rază p. Astfelam obţinut 


(22) ) | fs (t, v,’ El — f (t, ei, EI dt < = pentru orice (z', k’), 
I 


(x LA i , EI) e D 5 j € {1,. , 8}. 


Fie (z;, kj) e U;,j¢{1, ..., 8}, alese arbitrar. Deoarece f, (t, a k;), 
tel, este din SE (I, R^) (vezi (1)), atunci va exista h; (-)eC(I,RE") astfel. 
ca, să avem 


(23) | fias) — has Orc Usos); 


În continuare, fie q(T, k), ..., P (v, k), o partiție a unității pe 
X x K relativ la acoperirea {U;}; cu alte cuvinte avem 0 < o, (v, k) « 1, 


g; (7, k) = 0, pentru (x, k)e U,, y, e (2, E) 1 o, (x, k), je(l, ..., 8) 
i 
sint continue. 
Vom arăta cá g; (t, 2, k) definită prin g; (t, æ, k) = y 9; (a, K) h; (t) 
jai 


verifică (9) 
Într-adevăr avem 


(24) f |f (ty £, k) — g (t, e, ld < 331 Y e; (2,9, (t, a,k) — fit, ap hd] 
I 


I|\j=1 


T y 9; (zx, k) [fa (t gx E) — h (t)] Jar x e; (4, de |f; Do, &) — 


j=1 
— f (t, aj, Fléi p " al Ih DE E 
al 


Folosind (22) şi (23), din (24) obținem (9). 

Demonstrarea primei etape este încheiată. 

Etapa II. Vom arăta că se îndeplinește (4). Fie oi: iT X). 

Va exista osubdiviziune a lui J definită de punctele s; , î € (0, 1,. . ., P}, 
8S MET astfel ca | 


"NE 1), unde m(-) 


ud bs 2 (m (!) dt, 
I 


si 


este dată în (1) iar s e (0, 1) este fixat arbitrar. 
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Folosind (8) rezultă că pentru fiecare «(:)e A există f, (t, v, k) 
asttel încît ga (t, v», k) = Y, a; (t) fi (t, 4, k) — fa (t, ©, k) verifică (8) cu e 
$21 


inlocuit prin em 
2p 


Fie 4, tel. Fara a restringe generalitatea, vom considera că «, 
Ta sînt puncte ale subdiviziunii (85, ... 8,}. Aven f” g(t, e (t), k) al< 


^1 


»-1 CEA) p—1 eëitl 
EK: | V7 gu 20), da | + EU ais 2 (8), 9) — g (8, 2 (si), Mée 
d =0 | Jsi ET =0 Js 


Folosind (8), in care c este inlocuit cu "y". avem 
4p 


(26) bl (^ gu (8,2 (5,1) de 
=0 84 


SE pentru orice ke K. 


De asemeni, avem . 


k—1 esi+i 
E GG SE L, d 
i20 5. (z, H 


H 
H 


(27) st NOE H) — ga (8, 2 (9), aa < 


| (s) — æ (s)] ds. 


Din (25) avem | æ (t) — æ (s)| < cm HE şi obţinem că membru) 
24 my ae 


` drept din (27) cays majom, de — T" DP S; 


Prin armare, combinind (26) ji (27) avem 


A g, (t, æ (t), k) dt < e şi demonstraţie ini (4) se incheie. 


Etapa III. Vom verifica (5). Fie i 01) fixat. Fie e y wei. JEA 
astfel ca lim. a^ (+ ) = a(*) în Lo (I, R”). Folonng. SE ‘deducem că 
există fon (t, v, k) si f. (t a, k) ues ca * de DONE 


(28) fol 2, K) = fi (ty. o, H TN BEN BS? VE "n 


Yel 


más Es = | mä 
Iy 
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(29) Ja (t, T, k) = fi (t, Kal k), te Ey; ie{l,... mh U Ey Pe 
fe 1 


miis E. a, (f) dt. 


Fie 1, t el fixate. Vor exista yı, y, întregi, y, < ys, astfel ca 
să avem 


(30) NEA (t, æ (t), &)—fa (t, w(t), k)] dt= "e | (fe (t, w(t), k)— 
4 itr dis 


— fa (fo), BY AEA f. (Gan (6 t0, Mf, l em gd dt +) Gas (6 20, K) 


— f, (t, 2 (t), k)) dt, unde K, Iy, , Ka C I, 


Luind în consideraţie (30), pentru a verifica (5) este suficient a 
arăta că avem 


(31) lim | | [fan (t, w(t), k) — f, (t, £ (t), k)} dt | — 0, uniform relativ 
Bag Iv 


la w(-)e AC (LyX) si ke 
Folosind (dj gi 20) Ee Că fan (t, w(t), k) diferă de f, (t a(t), k) 

pentru Ze I, , fittinai pè o mulțime H, care nu depinde de & eK şi z (*), 

şi pentru care gem 

(32) lim más H, = 0. 


Rd cb 


Mai departe, folosind (4) şi (34 sem | 
(93) dim | Loan ann at al = dim |G, fett, o0, — 


-4 06 etym d <2 mf, m (tj di = 0. 


a ürmaré; (31) este îndeplinită si se încheie verificarea lui (5). 
jt CH tey temei este încheiată. 

HMA 10. Hie Clty, ti] închisă și i fie C (G, R) spaţiul funotiilor 
T conti ite . Fie ((-) eO(G, R) şi fie GCG dată prin 
G = {t é : Ce . Fie ue (C(d; R))*, n 30, u (Co (° )) =0. 
Atunci există v any ] —[0, oo), crescătoare, continuă la dreapta, v(t,) — 0, 
astfel încît v( - ) este e btislántă pe orice interval care nu întâlnește mulțimea 


Go De asemenea, atem u(C(-)) = — \" C(t) dv(t) = — | € (t) dv t), 
Go 


pentru orice c(:)e O(G, R). 


Anexá 363 


TEOREMA 11 (de funcţii implicite). Fie p,: R^x R' > R,ie {1, ...,k} 
cu derivate parțiale de ordinul p (p > 1) continue. Fie (a, d) e R” x R' astfel 
ca p; (Lë, d) = 0, Zelt, ..., k}. Dacă vectorii om (2, 4), te (1, .. k}, sînt 
liniar independenți, atunci există o vecinătate V aluig în R" siu: V—R' 
continuă cu derivate parțiale de ordinul p continue astfel ca u (&) = 4, p, (v, 
u(2)) = 0, i e {1, ... , k}, pentru ve V. 

TEOREMA 12. Fie P: [tos ,] x Rx RR > R (p < r), f: Uo, 4] x iz 
xR — R (P(t, v, u), f(t, x, u)) continue, cu derivate parţiale de ordinul 
al doilea în (x, u) continue. Fie a: [0, 1] > Lo (to, t1; R”) continuu dife- 


rentabilă Prechét de ordinul al doilea și astfel că 1 > a; (e) (t)> 0, Y a; 

(s) (t) = 1, te [to 4], se [0,1]. Fie %(-) EAC (to t1; Rhu (°) e n (to; 

hi ;E d je (1, ... , m}, astfel ca să fie îndeplinite condiţiile (i) 2 (lo), = Xo, 
"EP a; (0) (t) f(t, Z(t), u; (0)), 2.p.t. în te (Eto t], (ig) P (t, SO, (0) = 
=1 


= 0, a.p.t. în te Da tu], je (1, ... , mj, (is) rang Es (t, Z (t), J =f; 
e— : Ou 

pentru orice (t, u)€u,(-), 7E{1,...,m}, unde a, € E" este fixat. 

Fie 4, (+), j (-) 6 Lo (f, 5 E), 2(-)2*(-) EAC (to bh: RE") astfel încât 

dacă notăm v, (e, t) = sv, (t) + eot (t), y (s, t) = ež (t) + e? 2 (t), ce 

[0,1], te [4 , în], să avem (i) de (t, £ (t) + y (s,t), wu; (t) + v, (s, t))/e-0= 0 


GEB) + y (e us) + o (es lene = 0, te Ba hh jef -+ m), 


i) Bt) = 0, 8 — 3 (st te POH (es ort C D ate 
[ton hl, 2 (to) = 0, a | E (s otf 20 Hy (e 1), y(t) + 


T; (€,t))/eso t € [toi]: 
Atunci există zy e (0,1) astfel încît pentru fiecare e e (0, cy) există 
u$(*), UC +) € La (to th 5 E) şi 2* (+) € AC (ty în; R°) astfel ca 
(e) 2 (to) = 20, 4 = f (t, e (t), u" (0), a-p.t. inte Da t], 
(e) P(t, æ (t), w* el = 0, a.p.t. în t € fia, t), 


o(e?, t) | 
gà 


(es) GP (t) = 2* (t) + o (e2, t), unde im | = 0, uniform în te [t,, 


t], unde 2° ( * ) verifică 
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(Ca) 2* (to) = a, SE zm X a; (e) (t) f(t, 2° (t) u$ (t)) opt inte lie, 4] tar 
wu$(*) verifică 
(eg) wj (t) = u; (t) + v, (e, t) + 0, (ei, t), unde lim 
în te [tos t]. 

Demonstraţie. Vom prezenta numai o schiţă a demonstraţiei. 


2 
ED = 0, uniform 
€ 


Folosind (i,) — (ij, din teorema de funcții implicite obținem cá 
există o vecinătate V compactă a lui zero în A^, eo e (0,1) si 0,: [0, £o] X 
X [to 5] x V> E, je {1, ... , m} (O; (e, t, 2)) măsurabile şi mărginite 
in te [to &] pentru (s, 2) fixat şi de clasă 02 in (s, 2), şi astfel ca să avem 


(1) P (t, z (t)) + SCH t) +2, 6 (t) + *, (e, t) +0; (s, t, 2)) = 0, te [to 6], 


je[1,...,m 


Mai departe, din sistemul de ecuaţii 


(2) a(t) = 0 SF = Y, e (00 EI y rau +04 (6,8) + 


dă 
taleh) — = — (2,1), E | 

pentru £ = 0, avem că 2(*) = 0 este soluţie pentru (2) și din: teorema 
de dependență continuă 2 soluţiei de parametri rezultă că va exista e“ e 
(0, ©’) siz: [0, £] x [to th]—V: astfel ca 2 (e, t), te [to tu], este soluţia, 
sistemului (2) pentru fiecare e e [0, ¢’’] şi z(e, t) este de clasă C? în e. | 

Mai departe, notăm 2* (t) = ž (t) + y (e, t) +Z (è, t), u5 (t) = wy (t) + . 
+ 9, (e, t) + o, (s, t, 2(s,t)) Folosind (2) deducem că e (- ee (e) 
şi folosind ( at (is) avem că u; (+) verifică (eg ` 

Mai departe, folosind teorema 9 dus că pentru fiecare Se (0, el ) 
există Je (4, 2) definită prin , l y COMO 


(3) fe(t, 2) =f, (£, t, 2), t E4; ici unde Ù SS (o = Do 1]; "n (s; ty 2) = 


fü A) + yle +z, wi 0) rule g SC SER. d KI d asttel că 
se îndeplineşte, condiţia : | 


(4) 


( (fe (8, siet — F (e, 8 ai de| ep pU Men 
fo ird,’ GR: KC e GENEE 


BEA je AC (to ts; V), unde F (s, t, 2) = e (e) (t) f (6. Z(t) + y (e, t+ 
+2, us (t) + v; (e t) + 05 (s, t, 2). 
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În continuare, rezultă că pentru e suficient de mic e e (0, e), 
(e (0, £")) există Z (e, -) e AC (to t; E") soluţie a sistemului (vezi (2)), 
(8) 2 (e, to) = 0, = = fe (t, Z(E, t) — E — (e, t), te [to îi]. 

Notám æ" (t) = ž (t) + (s, t) + (s, t), gi ds (t) = u; (t) + vj (e; 9 sb 
+0; (£, t, Z(e, t), te [to ti], eet, e). 

Fie u*(:)e La pos : R) dată prin 
(6) u° (t) = wu, (t), teA; (e), Zelt, ..., m}. 

Folosind (3) şi o din (5) obţinem 
(T) a (to) = a, = f(t, a* (0, UF (0), te [t 41. 

Mai departe, folosind (1) si (6) avem 
(8) P(t, eu, uF (t)) = 0, te [t t]. 


Condiţiile (7 ) şi (8) arată că sint verificate (c,) si (Cə). 
Deoarece z* (t) — 2* (t) = 2 (s, t) — 2(e, t) folosind di se obține (c3), iar 
demonstraţia se încheie. 


TEOREMA 13. (dependenţa continuă a soluţiei de parametri) Fie F: 
LO, 1] X [to $5] X E^ — R” măsurabilă in te Dia ti] pentru (e, x) e[(0,1] x 
R” fixat si de clasă © (rz 1) în (e, æ). 

Presupunem că pentru fiecare X C R” vecinătatea compactă există 


m(-)e L (tot; E) care depinde de X astfel ca |(F (e, t, 2)| <m (t), a 
z 


(s, t,2)| < m (t) pentru orice (e, t, 2) e[0,1] X Lio t] x X. 


Fie Z(-)e AC (to ti; E") soluție a ecuaţiei Ž (tq) - E = F (0, t, 
Z(t)), a.p.t. în te io, 4]. 

Atunci există e,¢(0, 1) astfel ca pentru orice ce[0, sy) există z(s,-) 
€ AC (ty, t; R^) soluţie a ecuaţiei z (s, to) = £o arit t) = F (e, t, z(e, 0)) 
apt. în te Liv, 4], 2 (0, t) = 2 (t), 


și astfel încît z (e, t) este de clasă O în e. 
TEOREMA 14. (vezi [8], pag. 314). Fie pe(L,(t, t, RI, Atunci 


există Ai le bein t; R) astfel ca să avem y (l(-)) = a(t) L(t) at, 


pentru orice |: )e L (to; 1,5 B) 
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TEOREMA 15. (vezi [5], pag. 481). Pie T: X — Y şi «ge X astfel 
ca T(x) = Oy. Presupunem că T este continuu diferenţiabilă Frechetin x, 
$$dT(z,;-): X — Y este surjectie. Presupunem că X admite descompune- 
rea în sumă directă X = ker d T(z, ;-) O X,, unde X, este un subspatiu 
Banach al lui X. Atunci există o vecinătate V a originii în X sih: VN 
ker d T(z, ; -) — V N X, continuă astfel că T (a, + v, + h(2,)) = Oy, pen- 
tru orice zxeV(|ker dT(z,;.), pentru fiecare e VN ker d T(z, ;.), h(x,) 
este unica soluție a ecuaţiei T(x, + x, + £) = Oy, ze VN Y,. 


|| h (æ) || 


De asemenea, avem lim ———— =0 
allo |||] 


m 
PROPOZIȚIA 1. Fie H+) e Lo (tot; R°). Atunci ă(:) este compactă 


PZ MN 
gt (t, ă(t))eă(:) a.p.t. în telto ta], unde ŭ (:) este închiderea în măsură a 
lui üf.) (vezi 


Demonstraţie (se găsește în [3, b]. La început vom arăta că &(:) 
ma 
este compactă. Prin definiție, avem 4(:) CEx R'. Deoarece îi(:) este 


L] *. UI Ven, v . . . Se VE, 
mărginită, pentru ca 4(-) să fie compactă este suficient să arătăm că d( -) 
este închisă. 


Fie (fn u,)e&(: ), astfel ca lim (ta, w,) = Da «)eE XR. Fie, prin 


absurd, (to u))@ &(-) ; cu alte cuvinte există o vecinătate V; x Vu, (vezi 
0.14) a lui (to 40) astfel ca măs{te Vi, : Z(t)eV.,} —0. Deoarece lim(t,, u,) = 
= (ty, Uo), rezultă că există un rang N suficient de mare şi o vecinătate 
Viy X Vuy a lui (ty, uy) astfel ca să avem Viy X Vuy C Vi, x Vu,. Prin urmare, 
obținem că avem más {teVty : U(t)eVuy} = 0 şi se contrazice faptul că (ty, 
ra me 
ux jet -). Deci &(*) este închisă şi demonstrația proprietății de compaci- 
tate se încheie. 
Pentru a arăta că (t, &(t))ed(-) a.p.t. tefto t], este suficient să 


verificăm cá avem más H = 0, unde H = {telte t,]:(t, (t) e &(-)). In 
acest scop, fie te H. Va exista V, x Vîuwvecinătatea deschisă a lui (t, &(t)) 
astfel ca más (seV,: î(s)eVuuw) = 0. În felul acesta se obține o acoperire 
Y = (Vi(teg, a lui H, (HC [to t,]) din care se poate extrage o subacope- 
rire cel mult măsurabilă (spațiul este cu bază numărabilă) Y,CY astfel 
ca HC U V. Deoarece más (UV) < Y, más V = 0 rezultă că más 
P ed FEN YEY: 

H= 0 şi demonstrația se încheie. 

PROPOZIFIA 2. (vezi [8], pag. 237). Pie h (-) € Lo(io ti; ER"). Atunci 
pentru orice te (to, t), cu excepția unei mulțimi de măsură Lebesgue nulă, 
avem 


lim + NL ds = h(t). 


£290 2c 
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PROPOZIŢIA 3. Fie A€ (Lew (ty, ti; E))* astfel ca Mm(:)) > 0, dacă 
m(t) > 0, te fie t]. Atunci || A|| = AO, 


PROPOZITIA 4. (vezi [6, a] şi [6, b]). Fie v, : [0, 1] — [0, co) măsura- 
bilă și mărginită astfel ca 


1 
| v,(s) ds = T, unde T >0. Fie t :[0, 1] > Da T] dată prin t(s) = t + 
0 


+ 9; (6) do, se [0, 1], şi fie m: [to T] — [0,1] dată prin (t) = 
o 


= sup {7 e [0,1]: t(7)=9. 


Atunci avem 


(1) CH TG LG = Qm, 001 si ET (D, t = LO, m(t)], pentru orice 
tb Si <t <T, tT; 


(2) Gigi este zero a.p.t. pe mulțimea {s : 1 (t(s)) 4 s }, st pentru orice 
mulţime Boreliand BC [0,1] avemt-? (t(B)) NBC (s : q(t(s))55s) cu excepția 
unei mulţimi de măsură Lebesgue nulă; 
(3) pentru orice B C [0,1] măsurabilă (B) este măsurabilă, t,(B) 2 
ft: «(t)eB) și t,(B)\ yi (B) este o mulţime numărabilă. Mai mult, dacă 
más B=1, atunci más (B) = T — ty. 

PROPOZITIA 5. Fie SCR" sfera cu centrul în origine şi de rază uni- 


n+1 
tatea. Pie P = (p = (Pi, ..- Pasi)? $2 0, Y, pi; = 1}. Atunci există 
1 


yy. ++) Casa CR" în poziție generală astfel ca SCco {a,, ..., Uni}. Functia 
p:S — P este continuă unde p (x) = (Ppi(2), ..., Dann (ll tar p(x), te 
elt, ...,n +1) sînt coordonatele baricentrice ale lui x relativ la a, . 
e. X EI 

PROPOZITIA 6. Fie AC [ty ti] măsurabilă cu más A — 0. Atunci 
A(vezi 0.14) este compactă şi más A = más A. 


PROPOZITIA 7. Fie O,C Lo(to, t ; R”), OC C(G, R) (GC [to t] închisă), 
conurile convexe definite prin 


ss 9 


SS Ae) Wal ai i sed mm aus 0}, 


Q, = (e(* ) : max e(t) < 0}. 
teffot a) 
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Atunci 9, şi Q, sînt deschise şi Q1 = {al +) = (eil, ml): 
e(t) > 0, je (1, ..., m), a.p.t. în te fia thh, 
Qe = {ef - ): elt) < 0, te[t, ty]. 


LEMA 1. (vezi [8], pag. 28). Un spaţiu topologic este compact dacă 
$i numai dacă fiecare familie centrată de submulţimi închise are intersectia 
nevidd. 

COROLARUL 1. (vezi [8], pag. 453). Dacă K este o submulțime închisă 
a unui spațiu liniar topologie local convex Z, si pe K, atunci există u e Z* 
care separă K si p(u(k) < u(p) pentru orice k e K). 

COROLARUL 2. (vezi [8], pag. 238). Fie h( -) e La (to t, ; R°) și F : E — 
— R* continuă. Atunci pentru orice eiis ti) punct Lebesgue pentru h(-) 


1 t+e 
(vezi 0.15) avem lim —) F(h(s) ds = h(t). 


E Jt—s 


BIBLIOGRAFIE 


1. R. V. GAMKRELIDZE,(a) On some extremal problems in the theory of differential equation with 
applications to the theory of optimal control. SIAM J. on Control, 3, pag. 106—128 
(1965) ; (b) (R. V. Gamkrelidze, G. L. Kharatishvili) Exlremal problems in linear 
topological spaces (T). Mathematical Systems Theory, vol. I, pag. 229—256 (1967). 

2. L. W. NEUSTADT, (a) An abstract varialional theory with applications to a broad class of optimi- 

zation problems (11). SIAM J. on Control, 5, pag. 90 — 137 (1967); (b) A general 
theory of extremals. J. Comput. System. Sci, 3, pag. 57 — 92 (1969); (c) (H. 
Halkin, L. W. Neustadt) General necessary condilions for oplimizalion problems. 
Proceedings of the National Academy of Sciences, 56, 4, (1966). 

3. A. IA. DuBOVITKI, A. A. MILIUTIN, (a) Translalion of Euler's equalion, J. Vycislitelnoi Mate- 
matiki i Matematiceskoi Fiziki, 9, 6, (1969) ; (b) Exiremum problems in the pre- 
sence of constraints. J. Vycisl. Mat.i Mat. Fiziki, 5, pag. 395 — 453 (1965); (c) 
Second variations in the extremum problems with constraints, DAN. 160, pag. 
18—21 (1965); (d) Necessary conditions of weak extremum for optimal control pro- 
blems with inequalily-lype mixed constraints, J. Vycisl. Mat. Mat. Fizik, 8, pag. 
725—779 (1968) ; (e) Necessary conditions of weak extremum for general optimal 
control problem. Ed. ,,Nauka’’, Moscova, 1971. 

4. M. R. HESTENES, (a) Computing Methods in Optimization Problems. Academic Press, 1964 ; 
(b) On variational theory and oplimal control theory, SIAM J. on Control, 3, pag. 
23—48 (1965) ; 

5. L. A. LIUSTERNIE, V. I. SoBoLEv, Elements of Functional Analysis, Nauka, 1965 (in rusește). 

6. C. VARSAN, (a) Necessary conditions for optimal control problems with equalily-lype mixed 
constrainis, Revue Roum. Math. Pures ct Appl, XVI, 2 (1971); (b) Necessary 
condilions for optimal control problems with inequaliiy-lype mixed constraints, 
Rev. Roum. Math. Pures, et Appl., XVI, 7 (1971); (c) Necessary conditions of 
exiremality of high order. Rev. Roum. Math. Pures et Appl, X, 4, (1973); 
(d) Necessary condition of optimalily of second order for the optimal control problems 
with functional constraints. Rev. Roum. Math. Pures et Appl., X, 5, (1973) ; 
(e) Necessary conditions for optimization problem with operatorial constraints, SIAM 
J. on control, 8, pag. 527—558 (1970) ; 

7. GARTH P., Mr. CORMICK, Second order conditions for constrained minima. SIAM J. on applied 
Math., 15, 3 (1967). 


24 « c. 804 


370 Teoria generalá a problemelor de extremum 


8. N. DuNronp, T. Scu wanrz, Lincar Operalors (part I), 1962 (in rusește) Nauka, Moscova. 
9. R. Gasasov, F. M. KiniLLova, V. A. STROTCHKO, N. V. TARASENKO, Necessary condilions of 
oplimalily of high order (review). Avtomtika i Telemehanika, 6, (1971). 
10. E. J. Mc SHANE, On multipliers for Lagrange problems. American J. Math., 61, pag. 809—812 
(1939). 
11. L. C. Youwc, Generalized curves and the existence of altained absolute minimum in the calculus 
of variations, C. R. Sci. et Lettres Varsovie, cl. III, vol. 30, pag. 212—234 (1937). 
12. J. Warca, Relaxed variational problems. J. Math. Anal. Appl, 4, pag. 111—128 (1962). 
13. S. SMALE, Global Analysis and Economics I. Parelo Optimum and a generalization of Morse 
Theory. Upsehi, Matematiceskih Nauk, XX VI, 3, (1972). 
14. L. Hunwick, K. J. Arrow, H. Uzawa, Linear and Nonlinear Programming, Moscova, 1962. 
15. L. S. PoNTRYAGHIN, V. G. BOLTYANSEI, R. V. GAMKRELIDZE, E. E. MISCHENKO, The Mathe- 
malical Theory of Optimal Processes, New York, Interscience Publishers, Inc., 
1962. 
16. R. V. GAMKRELIDZE, G. L. KHARATIŞVILI, Exiremal problems in linear topological spaces, I, 
Mathematical Systems Theory, 1, pag. 229—256 (1967). 
17. H. HALKIN, L. W. NEUSTADT, General necessary condilions for oplimizalion problems. Pro- 
ceedings of the National Academy of Sciences, 56, 4, (1966). 


GENERAL THEORY OF EXTREMUM PROBLEMS WITH  APPLI- 
CATIONS IN OPTIMAL CONTROL SYSTEMS 


(ABSTRACT) 


Necessary and sufficiency conditions are of the utermost importance 
in the study of extremum problems. The present book, using mostly the 
results obtained by the author, gives in a unified manner necessary and 
sufficient conditions of extremum of high order for a large class of prob- 
lems. The book also contains an analysis of the necessary and sufficient 
conditions for optimal control and mathematical programming problems. 

In the first chapter we give general necessary conditions of high 
order in Banach spaces; they contain the well-known necessary condi- 
tions of first and second order for the mathematical programming prob- 
lems with scalar or vector criteria. 

In the second chapter necessary conditions of second order for the 
optimal control problems with functional constraints are obtained. This 
chapter contains the optimal control problems with end conditions, with 
fixed or free final time and with domain of the control in the following 
situations : an arbitrary, a convex, andan open set. In the third chapter we 
give necessary conditions of second order for the optimal control prob- 
lems with phase and mixed constraints. 

The results given in chapters II and III contain Pontraghin’s 
principle as a particular case. In the final chapter, the sufficiency condi- 
tions, based upon necessary conditions of second order for the mathemat- 
ical programming and optimal control problems are given. 
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